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多 年 来 , 张 志 森 同志 一 直 从 事 数学 教学 工作 教育 理论 的 研究 ， 
并 积累 了 许多 宝贵 的 教学 经 验 ,取得 了 比较 丰富 的 理论 研究 成 果 。 
作者 结合 自己 的 教学 实践 经 验 和 在 数学 教育 理论 研究 方面 的 深刻 
体会 , 博 采 国 内 外 各 个 研究 学 派 之 长 ,撰写 了 《数学 学 习 与 数学 思 
想 方 法 》 一 书 。 该 书 从 下 述 几 个 方面 对 数学 学 习 与 数学 思想 方法 
这 一 专题 进行 了 研究 :学 习 心 理学 对 数学 学 习 有 影响 ;学 习 个 
体 差异 ;@ 学 习 个 体 学 习 动机 对 数学 学 习 的 推动 作用 ;学 习 理 论 
在 数学 认 知 学 习 中 的 作用 ;G@) 数 学 思维 与 数学 思想 方法 。 书 中 的 
研究 方法 .主要 观点 和 所 得 到 的 研究 结论 对 同类 研究 课题 有 比较 
重要 的 学 术 参 考 价值 ,对 数学 教师 搞 好 数学 课 教学 .学生 学 习 数 学 
这 门 课程 有 比较 重要 的 指导 意义 。 

本 书 的 写作 是 认真 的 .严谨 的 ,内 容 的 组 织 安排 也 是 合理 的 ， 
反映 了 作者 有 较 强 的 科研 组 织 能 力 。 


蒋 里 强 
防空 兵 指挥 学 院 
2006 年 5 月 18 日 


张 志 森 同志 一 直 从 事 数学 教学 工作 ,并 坚持 对 数学 教育 理论 
方面 的 研究 ,不 仅 教学 经 验 丰富 ,而 且 也 取得 了 比较 丰富 的 相关 研 
究 成 果 。 他 编写 的 《数学 学 习 与 数学 思想 的 方法 》 一 书 , 在 差异 论 
方面 的 研究 有 创新 之 处 。 该 书 的 主要 观点 ,研究 方法 和 研究 结论 
对 同类 课题 有 较为 重要 的 学 术 参 考 价值 ,为 从 事 数学 工作 ,数学 教 
育 的 同行 及 数学 爱好 者 提供 了 一 部 较 好 的 参考 书 。 该 书 史 料 翔 
实 , 文 字 简 练 生动 ,数学 论证 严谨 易 懂 。 这 反映 了 作者 有 很 好 的 数 
学 基础 和 素养 ,具备 较 强 的 科研 能 力 。 


李雪梅 
郑州 大 学 数学 系 
2006 年 5 月 18 日 


内 容 提 要 


此 书 是 从 数学 思想 方法 和 数学 学 习 理 论 两 方面 论述 的 ,是 数 
学 教育 基础 书籍 。 全 书 分 为 对 数学 的 认识 ,数学 学 习 理论 、 数 学 
思想 方法 三 部 分 。 

此 书 可 供 师范 院 校 数 学 系 学 生 选 用 ,也 可 供 中 学 数学 教学 第 
一 线 的 老师 参阅 。 


代 六 
一 数学 学 习 方 法 浅 议 


张 志 森 先生 在 数学 教育 的 岗位 上 耕耘 数 十 年 ,他 将 自己 一 生 
对 数学 学 习 与 数学 教学 的 心得 进行 梳理 与 思考 ,写成 了 《数学 学 
习 与 数学 思想 方法 》 一 书 ,这 是 一 件 十 分 有 意义 的 工作 ,也 是 一 件 
值得 庆贺 的 事情 。 

学 校 的 根本 任务 是 培养 人 才 。 数 学 是 人 才 的 基本 素质 之 一 ， 
因此 学 好 数学 是 广大 教师 和 学 生 非 常 关注 的 事情 。 做 任何 事 都 
要 讲究 方法 ,方法 对 头 事半功倍 ,那么 学 好 数学 的 基本 方法 是 什 
么 呢 ? 

一 、 循 序 渐进 , 打 好 基础 

数学 家 苏 步 青 说 过 :“ 我 觉得 在 学 习 上 没有 捷径 可 走 , 也 无 秘 
诀 可 言 ,要 说 有 那 就 是 刻苦 钻研 , 扎 扎实 实 打 好 基础 , 练 好 基本 
功 。” 对 学 习 者 来 说 , 打 好 基础 是 根本 ,高 楼 大 厦 平 地 起 ,根深 才能 
叶 茂 。 打 好 基础 需要 循序 渐进 ,这 是 学 习 数 学 的 一 个 特点 ,正如 
数学 家 王 梓 坤 所 说 ;不论 是 学 习 (数学 ) 或 研究 (数学 ) 都 必须 特 
序 渐进 ,每 前 进一步 都 必须 立 脚 稳固 ,这 是 数学 方法 中 的 一 个 显 
著 特 点 ,其 他 科学 也 要 循序 渐进 ,不 过 数学 尤为 如 此 。 前 头 没有 
和 弄 懂 , 切 匆 前进 ,有 如 登 塔 ,只 有 一 步 一 上 ,才能 达到 光辉 顶点 。 
可 见 数学 家 们 成 功 的 原因 之 一 ,是 他 们 在 学 习 研 究 过 程 中 是 按 打 
好 基础 、 循 序 浙 进 的 方法 进行 的 。 


另 一 方面 ,从 数学 的 特点 来 看 ,学 习 数 学 也 必须 循序 渐进 。 
因为 数学 的 知识 结构 具有 系统 性 、 连 贯 性 、 严 谨 性 ,数学 是 理性 思 
维 的 产物 ,理性 思维 必定 是 事 事 清楚 、 步 步 有 据 , 所 以 学 习 数 学 必 
须 一 步 一 个 脚印 ,循序 渐进 。 那 么 循序 渐进 会 不 会 影响 学 习 进 度 
呢 ? 我 们 认为 只 要 目标 明确 方法 对 头 ,循序 渐进 不 是 慢 , 而 是 
快 。 数 学 家 王 元 说 过 : “学 习 最 怕 吃 夹 生 人 饭 。 如 果 前 面 一 些 东 西 
学 得 糊 里 糊涂 ,再 继续 往 前 学 , 则 一 定 越 学 越 糊 涂 …… 所 以 不 要 
怕 慢 ,常常 起 步 慢 一 些 ,只 要 学 得 踏实 ,后 来 就 会 快 起 来 。” 

怎样 才能 打 好 基础 ? 

1. 在 "理解 "上 下 功夫 

理解 就 是 用 自己 的 经 验 与 思维 去 处 理 新 事物 ,接受 新 知识 ， 
解决 新 间 题 ,由 此 来 不 断 完善 与 构建 自己 的 认 知 结构 。 简 言 之 ， 
理解 就 是 人 们 常常 所 说 的 “ 懂 ”, 就 是 一 种 “消化 ”知识 的 过 程 。 死 
记 硬 背 不 是 理解 ,那么 学 习 数 学 怎样 才 算 理解 了 呢 ? 能 够 灵活 运 
用 数学 知识 就 是 理解 的 一 个 标志 ,做 习题 是 检验 是 否 理解 的 方法 
之 一 。 例 如 ,你 学 过 “ 勾 股 定理 "后 ,如 果 能 用 “ 勾 股 定理 ”去 解决 
有 关 的 习题 ,说 明 你 对 “ 勾 股 定理 ”有 所 理解 。 理 解 有 一 个 过 程 ， 
逐步 深入 的 过 程 。 你 用 “ 勾 股 定理 ”去 做 对 一 道 或 几 道 习题 ,只 能 
说 明 你 对 定理 有 所 理解 ,真正 "吃透"“ 掌 握 " ,还 需要 通过 以 后 的 
学 习 来 逐步 加 深 。 

2. 在 “熟练 "上 下 功夫 

数学 家 陈景润 说 过 :“ 读 书 不 能 满足 于 懂 ,而 要 和 弄 得 烂熟 。 "只 
有 把 知识 “和 弄 得 烂熟 ”你 才能 有 新 的 体会 与 发 现 ; 只 有 “ 热 读 唐诗 
三 百 首 ”, 你 才能 对 唐诗 有 所 体会 ,甚至 达到 “不 会 写 诗 也 会 吟 ”。 
可 见 学 习 过 程 中 ,“ 熟 "是 多 么 重要 。 但 “ 熟 ” 不 是 死记 硬 背 ,是 在 
理解 的 基础 上 ,把 知识 牢 牢 地 装 在 自己 的 头脑 中 ,做 到 在 需要 时 
能 呼之欲出 , 信 手 牛 来 。 为 了 达到 “ 熟 ”" ,必须 反 复 思考 ,多 问 几 个 
“为 什么 ”。 多 做 习题 当然 也 是 达到 “ 熟 ” 的 方法 之 一 ,但 需 注意 ， 
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做 习题 要 有 明确 的 目的 ,要 有 针对 性 ,要 有 选择 。 偏 题 ` 怪 题 只 不 
过 是 玩弄 一 些 特殊 的 技巧 而 已 ,无 助 于 加 深 对 数学 基本 概念 和 内 
容 的 理解 ,这 种 无 目的 地 做 “ 题 海 "的 方法 不 可 取 。 

二 、 独 立 思考 ,勇于 探索 

学 习 的 过 程 在 某 种 意义 上 就 是 人 们 认识 事物 的 过 程 。 认 识 
事物 有 一 个 从 感性 到 理性 的 “飞跃 "过程 ,这 个 “飞跃 ”是 不 会 自然 
产生 的 ,也 不 可 能 由 他 人 来 替代 完成 。 这 个 过 程 只 能 靠 自身 努 
力 、 独 立 思考 来 完成 。 学 生 的 学 习 不 是 "海绵 吸水 ”, 不 是 教师 讲 
什么 ,学生 就 能 吸收 什么 ,只 有 靠 刻苦 钻研 、 独 立 思考 才能 “吸收 ” 
知识 。 数 学 家 华罗庚 说 过 : “在 我 们 一 生 里 需要 充分 发 挥 独立 思 
考 能 力 …… 独立 思考 是 取得 正确 认识 的 必需 方法 ,也 是 惟一 方 
法 。 爱 因 斯 坦 也 说 过 : “人们 解决 世界 上 所 有 的 问题 是 用 大 脑 和 
智慧 ,而 不 是 搬 书 本 。 这 些 科 学 家 的 至 理 名 言说 明科 研 需 要 独立 
思考 ,同样 ,学 习 也 需要 独立 思考 。 

怎样 进行 独立 思考 ? 

1. 不 要 轻易 问 人 

陈景润 说 过 :“ 不 要 一 遇 到 不 会 的 东西 就 去 问 别人 ,自己 不 动 
脑子 …… 要 自己 先 认真 地 思考 一 下 ,这 样 就 可 能 依靠 自己 的 努力 
克服 其 中 某 些 困难 ,对 经 过 很 大 努力 仍 不 能 解决 的 问题 ,再 虚心 
请 教 别人 ,这 样 才 能 得 到 更 大 的 帮助 和 锻炼 。 

问 别 人 解决 问题 或 得 到 问题 解答 ,与 自己 独立 思考 后 解决 问 
题 的 效果 和 影响 是 不 一 样 的 , 问 别 人 只 能 得 到 表面 的 、 浮 浅 的 认 
识 , 独 立 思考 后 所 得 的 是 深层 次 的 \ 永 恒 的 认识 ,因此 我 们 在 学 习 
中 过 到 问题 不 要 轻易 问 人 。 首 先 要 靠 自 己 思 考 , 千 万 不 要 “ 吝 甫 ” 
思考 ,脑子 是 越 用 越 灵活 的 。 如 果 一 个 问题 原本 自己 可 以 解决 而 
去 问 别人 ,这 就 失去 了 一 次 极 好 的 独立 思考 的 机 会 了 。 

问 问题 也 有 一 个 方法 问题 。 请 别人 在 关键 的 地 方 点 拨 一 下 ， 
然后 自己 再 思考 ,这 样 可 能 会 费力 一 些 ,但 收获 也 会 更 大 。 所 以 
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向 人 请 教 不 要 把 问题 “ 问 透 ”。 

2. 善于 提出 问题 ,敢于 提出 问题 

思维 是 从 问题 开始 的 ,头脑 中 没有 问题 ,就 不 会 去 进行 思考 ， 
所 以 我 们 应 该 经 常 给 自己 提出 一 些 问 题 ,这 是 在 学 习 过 程 中 必须 
经 历 的 一 个 十 分 重要 的 阶段 。 南 宋 朱 嘉 说 过 :; “读书 无 疑 者 需 有 
疑 …… 小 疑 则 小 进 , 大 疑 则 大 进 , 疑 者 悟 之 始 也 。 从 疑 到 悟 ( 悟 就 
是 理解 ,明白 ) 就 是 发 现 问 题 、 提 出 问题 和 解决 问题 的 过 程 ,多 疑 
必须 会 多 思 ; 多 思 就 可 以 达到 多 悟 。 正 如 爱 因 斯 坦 所 言 :“ 提 出 一 
个 问题 往往 比 解决 一 个 问题 更 重要 。” 

不 懂 、 不 明白 不 是 缺点 (充其量 是 一 个 弱点 ) , 问 问题 ,就 是 要 
暴露 自己 的 “不 慌 ”, 这 需要 一 点 勇气 ,我 们 要 敢于 暴露 自己 不 懂 
的 地 方 ,不 要 怕 受 到 " 连 这 个 也 不 懂 ” 的 责备 (作为 教师 千 万 不 要 
用 这 种 口气 来 责备 学 生 ) ,责备 后 不 是 就 懂 了 吗 ? 不 想 受 责备 ,不 
懂 装 懂 就 一 辈子 不 懂 ,就 应 当 受 到 更 大 的 责备 。 科 学 是 实事 求 是 
的 学 问 ,一定 要 彻底 弄 懂 ,不 能 有 半点 虚伪 ,为 了 彻底 地 和 弄 懂 ,我 
们 要 不 断 地 问 “ 为 什么 "。 清 人 郑板桥 说 过 : “读书 好 问 , 一 问 不 
得 ,不 妨 再 三 问 , 问 一 人 不 得 ,不 妨 问 数 十 人 ,要 使 疑 守 释然 , 精 理 
进 露 。 我 们 要 敢于 提出 问题 ,不 论 提出 怎样 简单 ,甚至 是 幼稚 的 
问题 ,都 不 表明 你 的 愚 套 , 相 反 , 惟 一 愚 大 的 问题 是 你 不 提问 题 ! 

三 不 迷信 书本 ,自觉 争取 帮助 

王 梓 坤 教授 说 过 :“ 书 ,无 非 是 作者 一 次 系统 的 、 有 充分 准备 
的 长 篇 发 言 ,其 中 所 讲 对 的 居多 ,错误 也 有 ,读书 时 反复 思考 ,可 
以 起 到 消化 \ 吸 收 ` 运 用 和 发 现 问题 ,跟踪 追 迹 的 作用 。 这 就 是 
说 ,为 了 追求 对 问题 的 彻底 理解 ,可 以 与 “书本 "讨论 ,在 与 书本 的 
讨论 交流 中 能 激发 思维 ,发 现 新 间 题 ,并 能 彻底 明白 。 这 里 重要 
的 是 “反复 思考 ” ,而 不 是 迷信 书本 。 

学 习 首先 要 靠 自 己 的 努力 ,所 以 必须 自力 更 生 , 必 须 学 会 自 
学 ,但 这 不 等 于 不 需要 帮助 ,自己 努力 与 争取 帮助 并 不 矛盾 ,不 要 
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轻易 问 人 ,不 等 于 不 要 问 别 人 ,我 们 要 争取 别人 (包括 老师 、 同 学 ) 
的 帮助 ,有 帮助 与 无 帮助 对 学 习 者 来 说 ,学 习 的 效果 是 不 一 样 的 。 
一 位 优秀 的 导师 正如 航船 的 领航 者 ,他 可 以 告诉 你 哪里 有 礁石 ， 
‘哪里 是 航道 ,能 让 你 的 思维 不 会 “触礁 ”"“ 沉 没 ”; 一 位 优秀 的 导师 
有 丰富 的 成 功 和 失败 的 经 验 ,这 些 宝贵 的 经 验 可 以 成 为 你 学 习 的 
借鉴 与 指针 ,使 你 在 学 习 的 道路 上 少 走 弯路 。 所 以 独立 思考 与 争 
取 帮 助 不 矛盾 ,独立 思考 是 成 功 的 基础 、 根 本 ,是 内 因 ; 争 取 帮 助 
是 成 功 的 条 件 、 外 援 , 是 外 因 。 要 相信 自己 能 够 学 好 ,有 帮助 可 以 
少 走 弯路 ,没有 帮助 就 准备 披 荆 斩 束 地 前 进 吧 ! 


天 中 必 | 
烛 训 和 i 大 3 故 3 乔 了 子 挛 。 


2006 年 2 月 15 日 
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自 20 世纪 末 , 教 育 对 于 现代 化 的 基础 作用 日 渐 凸 现 ,要 发 展 
经 济 首先 要 发 展 教育 ,已 是 国人 的 共识 。 为 发 展 教育 ,数学 教育 
研究 应 时 发 贺 , 并 出 现 了 百花 齐 放 的 局 面 。 数 学 教育 与 数学 思想 
方法 成 了 数学 界 内 外 的 话题 。 

基于 需要 ,我 赴 北 京师 范 大 学 师 从 钱 佩 玲 教 授 、 王 申 怀 教授 
学 习 数 学 教育 课程 。 学 习 其 间 经 老师 的 教诲 、 点 化 恩 钝 ,使 我 对 
数学 教育 和 数学 思想 方法 的 感受 和 认识 有 所 深入 ; 北 师 大 周作 字 
教授 、 中 科 院 张 梅 玲 教授 的 讲座 ,加 深 了 我 对 教育 心理 学 的 理论 
认识 ; 北 师 大 博士 后 王 恺 闫 教授 亲自 为 我 选 定 了 专业 方向 数 
学 教育 ;学 习 期 间 还 阅读 了 大 量 的 相关 资料 和 大 家 述 著 , 受 到 极 
大 教 益 。 于 是 开始 萌生 将 钱 佩 玲 教授 、 王 申 怀 教 授 的 教学 思想 方 
法 与 张 梅 玲 教授 、 周 作 宇 教授 的 心理 学 结合 起 来 的 念头 。 关 于 数 
学 教育 心理 学 ,1972 年 在 埃 克 斯 特 召开 的 第 二 届 数 学 教育 大 会 上 
开始 讨论 ,在 德国 卡尔 鲁 斯 厄 召 开 的 第 三 届 数 学 教育 大 会 上 成 立 
了 “国际 数学 教学 心理 组 织 ”( Psychology of Mathematical Education 
简称 PME) 。 因 此 在 国际 数学 教育 方面 ,我 的 这 个 想法 已 经 晚 了 
几 十 年 ,而 在 我 国 的 数学 学 习 心 理学 研究 方面 却 还 是 薄弱 环节 。 

关于 数学 思想 方法 与 心理 学 结合 的 合理 性 是 应 该 研究 的 : 
QD 数学 教育 与 心理 学 可 以 合成 为 “数学 教育 心理 ”去 研究 ,那么 
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“数学 思想 方法 ”与 学习 理论 ”也 可 以 结合 起 来 作为 一 个 课题 去 
研究 。 因 为 ,数学 思想 方法 是 数学 教育 的 一 个 内 容 ; 学 习 理 论 是 
研究 关于 学 习性 质 及 其 形成 的 机 制 的 心理 学 理论 ,所 以 它们 的 结 
合 如 同 国际 数学 教育 大 会 将 数学 教育 与 心理 学 结合 一 样 是 可 以 
尝试 的 。@“ 数 学 思想 方法 "与 “学 习 理论 "结合 有 着 历史 渊源 。 
数学 思想 方法 是 数学 知识 的 精 骼 ,是 数学 的 指导 思想 和 普遍 使 用 
的 方法 ,是 基于 数学 载体 之 上 的 。“ 学 习 理论 "包含 于 心理 学 之 
中 ,心理 学 源 于 哲学 ,而 数学 与 哲学 自古 就 是 杰 生 兄弟 。 那 么 “ 数 
学 思想 方法 ”与 “学 习 理 论 ” 只 不 过 是 数学 与 哲学 结合 的 其 中 一 部 
分 ,它们 的 结合 是 顺理成章 的 。@ 在 教育 实践 中 ,借用 教育 心理 
学 研究 数学 教育 中 的 许多 问题 已 有 先例 :如 联想 主义 、 行 为 主义 、 
差异 论 、 同 化 与 顺应 理论 ,强化 理论 .记忆 理论 .动机 、 马 斯 洛 的 需 
要 层次 论 等 ,对 数学 教育 的 心理 研究 有 着 潜在 或 明显 影响 ,有 些 
是 有 效 的 、 可 行 的 。@@ 心 理学 中 差异 论 符合 当今 数学 学 习 个 体 的 
状况 。@ 动 机 ,在 教育 实践 中 发 现 它 与 数学 学 习 有 强 相 关 。 人 @ 教 
学 实践 中 较 好 地 运用 心理 学 学 习 理 论 ,对 于 学 生 和 数学 学 习 的 效 
果 具 有 显著 性 等 等 。 因 此 将 “数学 思想 方法 ”与 “学 习 理 论 ” 结 合 
的 研究 是 有 益 的 。 

本 书 将 数学 思想 方法 与 数学 学 习 结 合 在 一 起 进行 研究 ,试图 
达到 以 下 几 个 目标 :QO 认识 数学 思想 方法 ,进而 认识 数学 的 内 涵 
和 数学 的 价值 ,认识 数学 美 ,使 学 生养 成 良好 的 学 习习 惯 以 及 实 
事 求 是 的 创造 精神 、 辩 证 唯物 主义 的 精神 和 态度 。@@ 认 识 学 习 心 
理 理论 与 数学 教育 的 联系 ,合理 使 用 数学 学 习 理 论 为 学 生 的 数学 
学 习 创 设 良好 的 环境 。 图 根据 动机 理论 ,引发 学 生 的 学 习 动 机 ， 
唤起 学 生 学 习 数学 的 兴趣 与 激发 学 生 学 习 数 学 的 动力 ,尤其 注意 
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培养 学 生 学 习 数 学 的 能 力 。@@ 使 学 生 认识 、 理 解 、 运 用 数学 思想 
方法 ,提高 数学 学 习 效 果 , 增 强 学 生 的 思维 品质 。@@ 给 数学 教师 
和 数学 学 习 者 以 启发 ,抛砖引玉 ,使 其 创造 出 更 好 的 学 习 方法 , 促 
进 数 学 学 习 。 

目前 数学 教育 中 运用 学 习 理 论 的 状况 出 现 了 一 些 可 喜 现 象 ， 
如 关注 学 习 者 个 体 的 差异 和 主体 地 位 、 重 视 学 习 动 机 的 引发 、 改 
进 教学 方法 建设 课堂 文化 等 ,并 收 到 良好 效益 。 但 也 存在 一 些 
问题 ,有 待 于 在 发 展 中 不 断 完 善 和 改进 。 在 这 里 提倡 :有 端正 的 
学 习 态 度 和 借鉴 方法 ,提倡 实事 求 是 、 理 论 联系 实际 的 方法 ,反对 
形式 主义 的 做 法 。 

此 书 成 书 的 过 程 中 , 曾 得 到 钱 佩 玲 教授 、 王 申 怀 教授 、 张 美玲 
教授 等 的 关心 ,在 此 表示 衷心 感谢 ! 特别 感谢 钱 佩 玲 教 授 为 本 书 
亲笔 题词 , 王 申 怀 教授 还 届 尊 为 拙 作 赐 序 ! 感谢 薪 里 强 教授 、 李 
雪 梅 教授 对 本 书 的 推荐 ! 对 那些 通过 其 著作 给 我 以 思想 的 大 家 
学 者 表示 感谢 ! 成 书 过 程 中 曾 受 到 学 校 领导 的 关心 和 支持 以 及 
数学 系 的 同志 们 的 关心 和 卷 顾 ,在 此 表示 感谢 ! 在 成 书 过 程 中 吴 
克成 、 王 桂花 、 李 先知 、 李 国富 、 刘 卫 岭 、 赵 建功 、 张 秀 玲 、 闫 淑 起 、 
陈 丽 、 陈 彩云 、 陈 宏 道 , 范 中 广 、 赵 远 、 王 永 洪 等 教授 和 老师 曾 给 巴 
宝贵 意见 ,说 此 表示 感谢 ! 感谢 郑州 大 学 陈 香 才 教授 和 郑州 大 学 
出 版 社 吕 双喜 教授 给 予 的 大 力 支 持 ! 

此 书 涉及 学 科 知 识 广泛 ,个 人 水 平 有 限 ,文中 难免 有 不 妥 之 
处 , 敬 请 各 位 专家 给 予 批评 指正 ! 


编者 
2006 年 2 月 10 日 
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, 第 一 部 分 “对 数学 的 认识 ， 
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从 人 类 在 蒙昧 时 代 的 生产 和 生活 中 产生 的 “ 数 觉 " 到 抽象 的 
“ 数 " 概 念 的 形成 ,从 远古 时 代 的 届 指 计数 到 今天 高 速 计算 机 的 发 
明和 使 用 ,从 量 地 测 天 到 抽象 严密 的 公理 化 体系 ,在 悠悠 五 千年 
的 历史 长 河中 ,数学 伴随 着 生产 、 科 技 的 进步 而 发 展 . 数学 的 发 展 
又 推动 着 人 类 文明 的 进步 ,数学 成 了 科学 史上 最 富有 魅力 的 角 
色 ,成 为 各 个 时 代 人 类 文明 的 标志 . 庞 加 莱 说 :“ 如 果 我 们 要 预见 
数学 的 将 来 ,适当 的 途径 是 研究 这 门 学 科 的 历史 和 现状 我 们 认 
识 数学 的 “适当 的 途径 ”也 应 当 从 数学 的 “历史 和 现状 ” 开始 , 因 
为 数学 发 展 至 今 已 是 十 分 宏大 ,因此 本 章 是 简要 的 叙述 . 


$1 数学 史 一 览 


一 、 数 学 发 展 流程 

1. 数 的 发 展 流程 

数 的 发 展 流程 见 图 1 -1 -1 

自然 数 一 分 数 一 有 理 数 -实数 一 复数 一 … wy 

Lg 分 天 Ln Lg. 芒 | 数 
ei -超越 数 … ! 

向 量 一 短 阵 ~ 张 量 一 … 代数 系统 一 广义 数 

图 1-1-1 

2. 数学 中 心 迁移 路 线 


数学 中 心 迁 移 路 线 见 图 1 -1 -2. 
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中 国 (公元 前 后 ~1400 年 ) 
20 世 纪 美 国 与 西欧 (20 世 纪 ) 日 本 、 东 亚 与 东南 亚 


图 1-1-2 
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3. 数学 的 发 展 流程 
数学 的 发 展 流程 见 图 1 -1 -3. 
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二 ` 数 学 发 展 的 几 个 重要 阶段 及 与 其 相关 的 数学 事件 


1. 数学 的 起 源 和 早期 发 展 (公元 前 6 世纪 以 前 ) 

这 一 阶段 是 数学 的 萌芽 和 数学 的 早期 ,有 影响 的 事件 和 史料 
如 下 : 

(1) 早 期 的 记 数 系统 和 数 的 进位 制 . 记 数 系统 有 中 国 的 甲骨 
文 数字 、 巴 比 伦 的 棉 形 数字 、 古 埃及 的 象形 文字 等 ,史料 有 上 古 埃及 
的 纸 草书 、 美 索 不 达 米 亚 的 泥 板书 与 中 国 的 甲骨 文 等 . 

(2) 土 地 丈量 .印度 的 几何 学 ,与 商 高 定理 问世 . 


(3 ) 整 数 ,分 数 的 运算 和 对 一 元 一 次 方程 .一 元 二 次 方程 解法 
的 研究 与 使 用 . 

2. 初等 数学 时 期 (公元 前 6 世纪 ~ 公元 16 世纪 ) 

(1) 古 代 希 腊 数 学 (公元 前 6 世纪 ~6 世纪 ) 

1) 毕 达 哥 拉 斯 学 派 (前 580 ~ 前 500 年 ) ,是 数学 史上 时 间 最 
早 ,规模 最 大 的 学 派 . 其 贡献 是 : 毕 达 哥 拉 斯 定理 及 正 多 面体 的 作 
图 ;黄金 分 割 的 深刻 研究 和 运用 ;无 理 数 的 发 现 等 . 

2) 古 希腊 的 三 大 几何 问题 :化 圆 为 方 、 倍 立方 和 三 分 角 问 题 
的 尺 规 作 法 . 这 3 个 问题 至 今 尚 未 解决 ,并 已 证 “不 可 能 解决 ”. 

3) 欧 几 里 得 ( Euclid) 与 (原本 》. 欧 几 里 得 是 希腊 论证 几何 学 
的 集大成 者 ,他 写 过 不 少数 学 、 天 文 , 光 学 、 音 乐 方面 的 著作 ,最 重 
要 的 是 《原本 》.《 原 本 》13 卷 ,5 条 公理 ,5 条 公设 .119 条 定义 和 
465 个 命题 ,使 数学 知识 系统 化 、 公 理化 . 公理 化 发 展 至 今 ,对 数学 
起 了 基础 性 作用 . 五 大 公理 、 五 大 公设 的 几何 学 叫 欧 氏 几何 学 . 

4) 阿 基 米 德 (前 287 ~ 前 212 年 ) ,一 生 著 述 颇 丰 . 他 的 贡献 是 
面积 和 体积 有 关 问 题 计算 .穷竭 法 的 发 明和 平衡 法 的 发 明 等 . 

5) 芝 诺 的 四 大 悖 论 : ”二 分 法 "运动 不 存在 悖 论 、 阿 基 里 斯 善 
跑 却 追 不 上 乌龟 悖 论 、 飞 矢 不 动 悖 论 和 运动 场 悖 论 . 

6) 阿 波 罗 尼 (Apollonius ) 与 4 圆锥 曲线 》 问 世 . 阿波 罗 是 亚 历 
出 大 时 期 第 三 位 数学 家 ,其 传世 之 作 是 (圆锥 曲线 》, 有 8 卷 , 含 
487 个 命题 . 

7) 托 勒 玫 三 角 学 的 建立 ,并 制 成 了 一 张 弦 表 . 

8) 丢 番 图 的 不 定 方程 求解 与 其 著作 问世 ， 

9) 波 斯 人 《数学 汇编 》 的 问世 . 

(2) 中 世纪 的 中 国 数学 (前 600 ~ 1600 年 ) 

1 ) 战 国 诸 子 百 家 , 对 “有 穷 ” 与 无 穷 ”概念 的 提出 和 认识 . 

2)《 周 体 算 经 》 问 世 : 日 高 公式 与 勾 股 定理 的 证 明 . 

3)《 九 章 算术 ) 问 世 : 在 所 谓 九 章 “ 方 田 、 票 米 、 衰 分 少 广 、 商 


功 , 均 输 、 盘 不 足 \ 方 程 . 勾 股 "中 涉及 分 数 的 运算 比例、 线性 方程 
组 的 解法 、 正 负数 运算 法 则 、 数 的 开 方 、 面 积 和 体积 的 计算 . 

4) 刘 徽 的 “ 割 圆 本 " “木马 术 " 中 极限 思想 的 出 现 , 球 的 体积 
公式 的 推导 与 证 明 . 

5) 祖 氏 父子 对 圆周 率 推算 和 祖 蜡 原 理 “ 短 势 既 同 ,其 积 不 容 
异 ” 的 问世 ,体现 数学 的 论证 倾向 . 

6) 算 经 十 书 :涉及 到 余数 问题 ,不定 方 程 的 解法 与 思 转 除法 
等 问题 . 

7) “页 完 "“ 杨 晖 " 三角 . 

(3) 欧 洲 文艺 复兴 时 期 (15 ~ 16 世纪 ) 

1 ) 卡 丹 在 (大 法 》 中 对 一 元 三 次 方程 解法 和 一 元 四 次 方程 解 
法 的 探讨 . 

2) 三 角 学 的 问世 ,对 三 角 学 作出 完整 的 论述 ,并 在 欧洲 传播 . 

3) 由 于 透视 学 的 兴起 ,促使 射影 几何 学 的 诞生 . 

4) 对 数 的 发 明和 应 用 . 

3. 近 代数 学 时 期 (17 ~ 18 世纪 ) ,在 这 个 时 期 产生 了 高 等 
数学 

(1) 开 普 勒 三 大 定律 的 发 现 . 三 大 定律 开创 和 推动 了 应 用 数 
学 和 天 体力 学 的 发 展 , 反 过 来 也 推动 了 数学 的 发 展 . 三 大 定律 是 : 

* 太阳 的 行星 沿 着 以 太阳 为 一 焦点 的 椭圆 轨道 运行 . 

* 连接 行星 与 太阳 的 “ 矢 径 ”在 相等 时 间 内 扫 过 相等 面积 . 

' 行星 运行 的 周期 的 平方 与 该 轨道 的 半 长 轴 的 立方 成 正比 . 

(2) 和 卡 儿 发 明了 直角 坐标 系 (1619). 又 叫 秆 卡 儿 坐标 ,使 几 
何 学 获得 新 生 ,从 而 产生 了 解析 几何 一 一 高 等 数学 的 三 大 基础 之 
一 ,同时 产生 了 坐标 系 下 的 函数 讨论 ,产生 了 “ 活 ” 的 数学 . 因此 笛 
卡 儿 坐标 的 诞生 标志 着 数学 进入 新 的 时 代 . 

(3) 微 积分 的 发 明 (17 世纪 70 年 代 ). 牛顿 和 莱 布 尼 茨 分 别 
从 不 同 出 发 点 独立 而 同时 地 发 明了 微 积分 学 , 微 积 分 学 在 整个 数 
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学 中 的 地 位 和 作用 已 为 世人 所 公认 . 

(4) 牛 顿 的 《自然 哲学 的 数学 原理 》( 1687 ) 是 推动 近代 数学 
的 一 大 动力 ,是 整个 自然 科学 的 葛 基 性 巨著 . 其 中 的 运动 学 三 大 
定律 和 万 有 引力 定律 也 直接 丰富 了 数学 、 一 般 力学 和 天 体力 学 的 
研究 . 

(5 ) 数 论 的 成 熟 (17 世纪 末 ). 数论 是 数学 中 一 门 特 殊 学 科 ， 
它 的 产生 很 早 , 成 熟 也 早 , 但 至 今 仍然 是 一 门 活 跃 而 年轻" 的 学 
科 . 发 生 在 17 世纪 末 至 18 世纪 初 的 世界 三 大 难题 : 费 马 问题 、 哥 
德 巴 替 问 题 ` 华 林 问 题 , 使 数论 成 为 一 门 独立 的 数学 学 科 . 就 以 三 
大 难题 来 说 , 因 其 难度 和 吸引 力 增强 了 数学 的 知名 度 , 从 而 也 推 
动 了 数学 和 科学 的 发 展 . 19 世纪 末 和 解决 了 华 林 问 题 ( 希 尔 伯 特 )， 
1994 年 解决 了 费 马 问题 (A 怀 尔 斯 ) ,至 于 哥 德 巴赫 问题 , 虽 已 
有 过 很 多 突破 性 创造 , 却 仍 有 所 谓 “1 +1 问题 ”至 今 还 没有 解决 
的 希望 . 

(6) 微 分 几何 的 创立 . 由 于 利用 微 积 分 研究 曲线 的 曲率 \ 扣 
点 `\ 渐 伸 线 \ 渐 屈 线 等 而 获得 的 属于 微分 几何 的 部 分 成 果 . 欧 拉 是 
微分 几何 的 葛 基 人 , 蒙 日 使 其 至 于 高 峰 . 

(7) 代 数 方程 是 18 世纪 的 主题 . 高 斯 对 代数 基本 定理 证 明 
(断言 4 次 代数 方程 有 个 根 ) 和 代数 方程 可 解 性 的 探讨 , 莱 布 尼 
区 在 线性 方程 组 和 行列 式 的 理论 . 

(8) 欧 拉 (1707 ~1783) 在 1737 年 证 明了 e 是 无 理 数 . 因 他 证 
明了 “每 一 个 有 理 数 都 能 表示 成 一 个 有 限 连 分 数 ” ,但 e。 表示 的 连 
分 数 是 无 限 的 ,因此 e 是 无 理 数 . 欧 拉 和 伯 努 利 兄弟 进一步 推进 
微 积分 及 应 用 ,使 无 穷 级 数 的 新 理论 出 现 ,导致 函数 概念 的 深化 
和 微 积 分 严格 化 . 由 此 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 等 一 系列 数学 分 
支 产 生 , 同 时 微 积分 得 到 发 展 . 

(9) 对 于 费 马 理论 的 研究 ,开启 了 近代 意义 的 数论 . 

(10) 哥 德 巴赫 猜想 和 华 林 问题 的 提出 . 


(11 ) 拉 格 朗 日 第 一 个 宣布 “不 可 能 用 根 式 解 四 次 以 上 的 方 
程 " 之后, 阿 贝尔 证 明了 这 个 论断 . 

(12 ) 伽 罗 瓦 (1811 ~ 1832) 研 究 了 一 个 n 次 方程 的 n 个 根 . 

4. 现代 数学 时 期 (1820 年 ~ 现在 ) 

(1) 现 代数 学 的 酝酿 时 期 (1820 ~ 1870 年 ) 

1) 挪威 李 (1840 ~ 1899 ) 研究 了 无 限 变 换 群 ( 李 群 ). 这 些 群 
与 集合 联系 起 来 后 ,并 研究 这 些 对 象 之 间 存 在 类 似 于 加 法 和 乘法 
那样 二 元 运算 的 关系 , 且 满足 封闭 性 结合 性 等 性 质 . 

2) 爱 尔 兰 数学 家 哈密 顿 (1805 ~ 1865 ) 对 复数 的 推广 与 四 元 
数 的 出 现 . 四 元 数 是 一 个 不 满足 乘法 和 交换 率 的 体系 . 后 来 由 美 
国 吉 布 斯 和 英国 交 维 赛 创 立 了 独立 于 四 元 数 的 三 维 向 量 代数 和 
向 量 分 析 . 

3) 布 尔 代数 源 于 布尔 (1815 ~ 1864 ) 将 数学 应 用 于 逻辑 的 想 
法 . 布尔 代数 作为 一 种 运算 建立 起 来 ,后 来 对 它 作 了 命题 演算 和 
概率 演算 的 解释 . 

4) 高 斯 研究 了 x 三 a( mod p)( 其 中 p 是 率 数 ,a 不 是 p 的 售 
数 ) 这 种 同 余 方程 ,再 次 用 另 一 种 方法 证 明了 二 次 互 反 律 . 

5) 对 欧 几 里 得 第 五 公设 的 关注 . 非 欧 几何 的 诞生 ,是 由 罗 巴 
切 夫 斯 基 \ 波 约 、 高 斯 莫 基 的 . 黎 曼 (1826 ~ 1866 ) 将 高 斯 关于 欧 氏 
空间 中 曲面 的 内 蕴 几 何 ,推广 为 任意 空间 的 内 蕴 几 何 一 一 黎 曼 几 
何 . 黎 曼 几何 改变 了 欧 几 里 得 第 五 公设 (过 直线 外 一 点 能 且 只 能 
引 一 条 平行 直线 ) ,创造 了 合乎 逻辑 而 不 合 直观 的 几何 . 

6) 由 于 非 欧 几 何 的 出 现 ,繁荣 了 射影 几何 ,形成 了 射影 几何 
自己 的 理论 . 

(2) 现 代数 学 的 形成 阶段 (1870 ~ 1940 年 ) 

1 ) 康 托 尔 (1845 ~ 1918 ) 集合 论 的 诞生 ,宣布 了 现代 数学 的 
开端 . 

2)19 世纪 70 年 代 产生 了 极限 论 ,奠定 了 微 积 学 理论 的 基础 ， 
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刺激 了 分 析 学 的 发 展 . 

3) 数 学 向 其 他 学 科 渗 透 :经 济 学 兴起 了 一 门 数理 经 济 学 . 由 
于 法 拉 第 提出 的 场 概念 应 用 上 了 数学 ,使 得 数学 上 的 马克 斯 威 尔 
方程 被 赋予 多 种 形式 出 现 . 由 马克 斯 威 尔 预 言 了 电磁 波 存在 等 
等 ,给 科学 和 技术 带 来 了 巨大 的 推动 . 

4)1900 年 , 希 尔 伯 特 在 国际 数学 家 大 会 上 演讲 (数学 问题 》， 
就 19 世纪 数学 研究 成 果 和 发 展 趋势 提出 23 个 问题 

人 中 康 托 尔 (Cantor) 的 连续 统 基数 的 问题 ; 

@) 算 术 公理 的 相 容 性 ; 

@ 两 个 等 底 等 高 的 四 面体 体积 相等 的 问题 ; 

@ 直 线 作为 两 点 间 的 最 短 距离 的 问题 ; 

@ 李 (Lie) 的 连续 变换 群 概念 ,不 要 定义 群 的 函数 的 可 微 性 
假设 ; 

@ 物 理 公理 的 数学 处 理 ; 

@ 某 些 数 的 无 理性 和 超越 性 ; 

@ 素 数 问题 (包括 黎 曼 ( Riemann) 猜 想 ); 

@ 任 意 数 域 中 最 一 般 的 互 反 律 的 证 明 ; 

中 丢 番 图 ( Diopkantus) 方 程 可 解 性 的 判别 ; 

@ 系 数 为 任意 代数 数 的 二 次 型 问题 ; 

化 阿 贝尔 (Abel) 域 上 的 克 罗 内 克 (Kronecker) 定理 在 任意 代 
数 有 理 域 上 的 推广 ; 

@ 证 明 不 可 能 用 仅 有 两 个 变量 的 函数 解 一 般 的 七 次 方程 ; 

地 证 明 某 类 完全 函数 系 的 有 限 性 ; 

@ 舒 伯 特 ( Schubert) 计数 演算 的 严格 基础 ; 

@@ 代 数 曲 线 和 曲面 的 拓扑 问题 ; 

@@ 正 定形 式 的 平方 表示 式 ; 

8 由 全 等 多 面体 构造 空间 ; 

@ 正 则 变 分 问题 的 解 必定 是 解析 的 吗 ; 


加 一 般 边 值 问题 ; 

图 具有 给 定单 值 群 的 线性 微分 方程 存在 性 的 证 明 ; 

@@ 通 过 自 守 函 数 使 解析 关系 单 值 化 ; 

四 变 分 法 的 进一步 发 展 . 

5)19 世纪 末 的 数学 知识 迅猛 成 长 ,促成 了 系列 学 科 分 支 ,使 
新 三 高 ( 泛 函 分 析 、 点 集 拓扑 、 近 世代 数 ) 陆续 形成 . 另外 ,微分 几 
何 、 高 等 几何 、 实 变 函 数 、 复 变 函 数 、 常 微分 方程 、 偏 微分 方程 也 成 
熟 起 来 . 

6) 在 康 托 尔 创立 的 集合 论 (1873) 之 下 ,人 类 对 实数 的 认识 更 
加 深刻 了 . 

7) 在 集合 论 刺 激 下 ,产生 了 数学 的 寻根 热 (探索 数学 的 基 
础 ) ,形成 了 “数学 哲学 "的 三 大 学 派 :Brower 为 首 的 直觉 主义 ( 主 
张 构造 性 证 明 ) 、 希 尔 伯 特 为 首 的 形式 主义 (主张 存在 性 证 明 ) 和 
罗素 为 首 的 逻辑 主义 ,他 们 都 企图 用 自己 的 观点 统 揽 数学 ,但 都 
未 能 实现 . 事实 上 今天 的 数学 则 是 吸取 了 各 派 的 优点 ,综合 发 
展 的 . 

8) 正 是 在 寻根 热 中 ,先后 产生 了 两 个 哥 德 尔 不 完全 定理 . 大 
意 是 说 有 些 形式 系统 如 果 是 协调 的 , 则 它 必 是 不 完全 的 (边界 不 
分 明 ). 反之 ,如 果 它 是 完全 的 , 则 它 必 是 不 协调 的 (在 系统 内 其 结 
论 不 可 能 完全 得 到 证 明 ). 由 此 说 明 数学 范畴 是 没有 分 明 边 界 的 
从 此 使 得 数学 寻根 热 冷 静 了 下 来 ,数学 回 到 了 它 正常 的 开发 

9) 布尔 巴金 学 派 ,致力 于 建造 数学 “象牙 塔 ”, 比 如 "数学 结 
构 " 观 点 的 提出 . 

10) 特 别 应 提 到 :20 世纪 内 纯 数 学 研究 与 希 尔 伯 特 23 大 问题 
的 攻关 也 是 紧密 联系 着 的 . 比如 有 关 资 料 1936 ~ 1974 年 间 获 菲 
尔 兹 奖 的 20 人 中 有 12 人 的 工作 都 与 希 氏 问题 有 关 , 又 如 1940 ~ 
1976 年 间 美 国 数学 十 大 成 就 中 即 有 3 项 属 23 大 问题 的 工作 ,由 
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此 可 见 一 斑 了 . 目前 23 大 问题 仅 解决 一 半 多 一 点 , 仍 有 约 1/3 的 
问题 仅 做 了 部 分 工作 ,有 待 最 终 完 成 , 剩 下 的 几 个 第 统 的 问题 , 难 
以 说 解决 了 与 否 . 

(3 ) 当代 数学 时 期 (1950 ~ 现在) 

1) 应 用 数学 的 新 时 代 开 始 , 其 特点 :数学 的 应 用 突破 了 传统 
的 范围 向 人 类 几乎 所 有 的 领域 渗透 ;纯粹 数学 几乎 所 有 的 分 支 都 
得 到 了 应 用 ,其 中 最 抽象 的 分 支 也 参与 了 渗透 ;现代 数学 对 生产 
技术 的 应 用 越 来 越 直接 ;现代 数学 在 向 外 渗透 中 产生 了 一 些 相对 
独立 的 学 科 . 20 世纪 的 数学 呈现 出 其 核心 领域 越 来 越 抽象 .其 应 
用 也 变 得 越 来 越 广泛 (如 数理 统计 ,运筹 学 .控制 论 ) 的 现象 . 

2) 数 学 向 物理 生物、 经济 学 的 渗透 ,出 现 了 数学 物理 .生物 
数学 数理 经 济 学 . 

3) 电 子 计算 机 的 诞生 、1942 年 戈 德 斯 坦 与 工程 师 莫 克 莱 提 出 
《高 级 电子 管 计算 装置 的 使 用 ?报告 ,在 美国 领头 数学 家 韦 依 伦 的 
支持 下 ,批准 了 这 个 项 目 . 1945 年 底 第 一 台 程 序 控制 数字 计算 机 
ENIAC 宣告 竣工 . 此 后 计算 机 以 惊人 的 速度 更 新 . 计算 机 的 影响 
为 计算 数学 纯粹 数学 的 研究 等 注入 了 活力 . 计算 机 的 不 断 更 新 ， 
要 借助 于 数论 .代数 学 、 组 合 数学 乃至 代数 几何 许多 分 支 的 知识 ， 
因此 计算 机 的 研制 还 呼唤 着 新 的 数学 思想 . 

4) 现 代数 学 成 果 十 例 : 哥 德 尔 不 完全 定理 (1931 ) ;高 斯 一 博 
内 公式 的 推广 (1941 ~ 1944 年 ) ;米尔 诺 怪 球 (1956 ) ; 阿 蒂 亚 一 辛 
格 指标 定理 (1963 ) ;孤立 子 与 非 线 性 偏 微分 方程 (1965 ) ;四 色 问 
题 (1976 ) ;分 形 与 混沌 (1977) ; 有限 单 群 分 类 (1980) ; 费 马 大 定 
理 的 证 明 (1994 ) ;若干 著名 未 决 猜想 的 进展 . 


$2 ”数学 家 论 数学 


1. 数学 的 逻辑 性 

恩格斯 说 :“ 数 学 是 现实 世界 中 的 空间 形式 和 数量 关系 .” 数 
学 与 其 他 科学 相 比 ,最 突出 的 特点 是 它 使 用 了 逻辑 关系 ( 卡 莱 
因 ). 数学 学 科 的 特性 是 逻辑 性 和 严谨 性 . 

这 是 一 个 可 靠 的 规律 , 当 数学 或 哲学 著作 的 作者 以 模糊 深奥 
的 话 写作 时 ,他 是 在 胡说 八道 .〈 一 一 怀特 海 (1911) ) 

夏 尔 斯 ， 普罗 托 伊 斯 * 斯 泰 因 梅 茨 (1923 ) 还 指出 “数学 是 最 
精密 的 科学 , 它 的 全 部 结论 都 能 绝对 地 证 明 . 但 所 以 会 如 此 只 是 
因为 数学 并 不 试图 得 出 绝对 的 结论 . 所 有 的 数学 真理 都 是 相对 
的 、 有 条 件 的 . "其 实 , 数 学 家 早 就 认识 了 数学 的 逻辑 性 . 在 公元 前 
300 年 托 勒 密 王 曾 问 欧 几 里 得 学 习 几 何 是 否 有 捷径 , 欧 几 里 得 的 
回答 是 :“ 几 何 学 无 王者 之 道 .” 

2. 数学 的 工具 性 

正 是 由 于 逻辑 性 和 公理 化 方法 使 数学 呈现 其 工具 性 的 特征 . 
克 莱 因 指出 :“ 从 某 种 意义 上 说 数学 实际 上 已 是 现代 人 类 思维 过 
程 的 基础 . 实际 上 数学 的 抽象 性 ,使 它 获得 了 其 他 人 类 思维 活动 
所 不 具有 的 通用 性 ," 狄 拉克 (《 量 子 力学 》1930 ) 写 道 : 数学 是 特 
别 适 于 处 理 任何 种 类 的 抽象 概念 的 工具 ,在 这 个 领域 中 它 的 力量 
是 没有 限度 的 . 由 于 这 个 原因 ,一 本 关于 新 兴 物 理 的 书 ,只 要 不 是 
纯粹 描述 实验 的 ,实质 上 就 必然 是 数学 书 .“ 

壁 如 无 限 这 个 概念 ,詹姆斯 * 皮尔 庞 特 在 1928 年 (美国 数学 
协会 ) 的 公报 中 写 道 :无 限 这 个 概念 是 我 们 最 伟大 的 朋友 ; 它 也 是 
我 们 心灵 平静 的 最 大 敌人 …… 维 尔 斯 特 拉 斯 教会 我 们 相信 ,我 们 
已 终于 完全 驯服 了 这 个 难以 驾驭 的 概念 . 

数学 物理 学 家 麦克 斯 韦 也 这 样 赞誉 数学 方法 ,在 1873 年 ( 关 
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ai(i = 1,2,…,m) 一 一 组 成 C 的 各 弧 段 连接 点 的 内 角 值 ; 
D 一 一 C 所 围 区 域 . 此 公式 也 叫 高 斯 一 博 内 公式 ,在 定向 闭 曲 
面 情形 , 它 变 为 : 
由 kdo = 27X(D). 


式 中 

X(D) 一 一 D 的 欧 拉 示 性 数 ， 
它 等 于 1 减 去 曲面 上 洞 的 个 数 , 是 通常 多 面体 欧 拉 数 " -e+f( 欧 
拉 1750 ,其 中 的 we 分 别 为 多 面体 项 点数 、 棱 数 和 面 数 ) 的 推广 . 

二 维 紧 致 黎 曼 流 形 上 的 高 斯 一 博 内 公式 是 经 典 微 分 几何 的 
一 个 高 峰 , 其 后 一 个 世纪 内 数学 家 们 力图 将 它 推广 到 高 维 紧 致 黎 
曼 流 形 上 去 , 韦 依 和 阿 沦 道 弗 证 明了 任意 黎 曼 流 形 上 的 高 斯 一 博 
内 公式 . 高 维 高 斯 一 博 内 公式 的 第 一 个 内 蕴 证 明 是 由 中 国 数学 家 
陈省身 给 出 的 ,他 1944 年 发 表 了 论文 《对 闭 黎 曼 流 形 高 斯 一 博 内 
公式 的 一 个 简单 的 内 蕴 证 明 》. 

高 斯 一 博 内 公式 将 黎 曼 流 形 的 整体 拓扑 不 变量 ( 欧 拉 示 性 
数 ) 与 它 的 微分 几何 不 变量 ( 高 斯 曲率 ) 联系 起 来 ,因此 具有 基本 
的 意义 ,整体 微分 几何 的 许多 工作 都 围绕 这 一 公式 展开 . 

3. 米尔 诺 怪 球 (1956) 

拓扑 学 的 一 个 基本 对 象 是 流 形 , 流 形 的 研究 与 物理 应 用 密切 
相关 . 物理 学 家 感 兴趣 的 不 是 空 的 流 形 ,而 是 所 谓 微分 流 形 , 即 可 
以 在 其 上 建立 整体 一 致 的 微分 技巧 的 流 形 . 因此 ,什么 样 的 流 形 
才 是 微分 流 形 ? 给 定 一 个 微分 流 形 , 是 否 只 有 一 种 还 是 有 多 种 方 
式 赋予 它 微分 结构 ?这 不 仅 是 微分 拓扑 学 的 一 个 基本 课题 ,同时 
也 成 为 物理 学 家 们 关注 的 问题 . 

在 20 世纪 中 期 以 前 ,数学 家 们 已 经 知道 所 有 的 一 、 二 、 三 维 
流 形 都 是 微分 流 形 ,而 且 本 质 上 只 有 一 种 微分 结构 . 一 般 猜 测 对 
高 维 情形 也 能 证 明 同 样 的 结论 . 但 1956 年 ,美国 数学 家 米尔 诺 
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庞 加 莱 是 这 样 论 数 学 美和 自然 美的 : “科学 家 研究 自然 是 因 
为 他 爱 自 然 , 他 之 所 以 爱 自 然 是 因为 自然 是 美好 的 …… 我 们 这 里 
所 说 的 美 ,不 是 那 种 激发 感 观 的 美 ,也 不 是 质地 美和 表现 美 …… 
我 说 的 是 各 种 组 分 之 间 有 和 谐 秩序 的 深刻 美 ,是 人 的 纯洁 心智 与 
所 能 赏识 的 美 . ”由 于 自然 美和 数学 美的 高 度 和 谐 , 卡尔 . 维尔 斯 
特 拉 斯 说 :一 个 没有 几 分 诗人 才气 的 数学 家 永远 不 会 成 为 一 个 完 
全 的 数学 家 . 

因为 数学 的 美 , 皮 索 特 ' 萨 与 斯 基 说 :“ 数 学 是 艺术 也 是 科 
学 , 它 也 是 一 种 智力 游戏 ,然而 它 又 是 描绘 现实 世界 的 一 种 方式 
和 创造 世界 的 一 种 力量 . ”数学 也 具有 一 种 力量 美 . 

柏拉图 赞美 数学 :“ 上 帝 乃 几 何 学 家 . ” 

雅 可 赞美 数学 :“ 上 帝 乃 算术 学 家 . ” 

6. 数学 的 价值 

正 因为 数学 的 抽象 性 、 逻 辑 性 、 创造 性 和 数学 美 ， 使 数学 在 自 
然 科学 中 居于 重要 位 置 , 在 不 同 的 时 代 都 对 数学 给 予 了 高 度 评 
价 . 用 高 斯 的 话 :“ 数 学 ,科学 的 皇后 ……" 用 毕 达 哥 拉 斯 的 话 :“ 数 
统治 着 宇宙 . ”Joseph Fourier 说 ;:“ 数 学 分 析 与 自然 界 本 身 同样 的 
广阔 . "琼斯 在 《神秘 的 字 宙 》 里 说 得 更 明白 :宇宙 的 伟大 建筑 师 
现在 开始 以 纯 数 学 家 的 面目 出 现 了 . " 钱 佩 玲 教授 说 : “数学 已 成 
为 现代 社会 的 一 种 文化 ,数学 的 观念 在 众多 不 同 层 次 上 影响 着 我 
们 的 生活 方式 和 工作 方式 . "数学 在 生活 、 生 产 和 学 习 中 ,数学 无 
处 不 在 地 发 挥 自己 的 作用 .“ 也 许 听 起 来 奇怪 ,数学 的 力量 在 于 它 
规避 了 一 切 不 必要 的 思考 和 它 惊人 的 节省 了 脑力 活动 . ”( 恩 斯 特 
' 马赫 ) “数学 是 科学 的 大 门 和 钥匙 . "( 罗 格 . 马 康 ) 

数学 具有 教育 功能 :数学 的 贡献 在 于 整个 科学 技术 ,尤其 是 
高 科技 水 平 的 推进 和 提高 ,对 科技 人 才 的 培养 和 滋润 ,对 全 体 人 ; 
ee 科学 思维 的 提高 和 人 文 素质 的 哺育 . 


$3 ”从 数学 的 发 展 中 我 们 所 看 到 的 


1. 数学 是 抽象 的 

抽象 ,一 是 指 从 事物 中 区 分 出 非 本 质 的 属性 特征 和 共同 本 质 
属性 的 特征 ,并 抛弃 个 别 非 本 质 的 属性 特征 而 抽取 出 共同 的 本 质 
属性 特征 的 过 程 和 方法 (动词 性 ) ;二 是 形容 那 种 偏离 具体 经 验 较 
远 , 而 不 太 容 易 理解 的 对 象 的 一 种 程度 词 ( 形容 性 ) ,数学 中 的 抽 
象 也 如 此 . 纯 数 学 的 对 象 是 现实 世界 的 空间 形式 和 数量 关系 ,而 
不 管 它 的 其 他 性 质 . 抽象 并 非 数学 的 独 有 特性 ,但 数学 的 抽象 是 
典型 的 ,不仅 其 概念 是 抽象 的 ,其 方法 也 是 抽象 的 . 

2. 数学 理论 的 演进 表现 出 明显 的 累积 性 

数学 是 不 断 演进 和 拓展 的 ,如 非 欧 几何 看 作 欧 氏 几何 的 推 
广 , 漳 源 于 初等 代数 的 抽象 代数 并 没有 为 抽象 代数 所 淘汰 …… 正 
如 海 曼 ' 哈 可 尔 所 说 :在 大 多 数学 科 里 ,一 代 人 的 建筑 为 下 一 代 
人 所 拆毁 ,一 个 人 的 创造 被 另 一 个 人 所 破坏 ,惟有 数学 ,每 一 代 人 
都 能 在 旧 建筑 上 增添 一 层 新 楼 . ” 

3. 数学 理论 追求 最 大 限度 的 一 般 性 模式 

如 纸 草 书 和 泥 板书 的 三 角形 面积 为 "二 分 之 一 高 乘 底 "就 具 
有 一 般 性 ; 微 积分 的 创立 也 可 以 看 作 是 寻求 一 般 性 无 限 小 的 算 
法 …… 正 是 这 种 追求 一 般 性 模式 及 公式 化 的 倾向 ,使 得 数学 具有 
广泛 适用 性 . 

4. 数学 逻辑 性 

数学 科学 与 其 他 科学 除 所 研究 的 对 象 不 同 外 ,最 突出 的 特点 
就 是 数学 对 象 的 内 部 规律 的 正确 性 ,必须 用 逻辑 推理 的 方式 来 证 
明 . 数学 的 逻辑 推理 证 明 , 有 着 更 多 形式 化 的 特点 ,更 多 地 应 用 形 
式 逻 辑 和 数理 逻辑 知识 . 由 于 逻辑 性 , 欧 几 里 得 说 :几何 学 无 王 
者 之 道 . "真理 面前 人 人 平等 . 
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加 限制 使 康 托 尔 集 合 论 中 对 于 经 典 分 析 所 需要 的 主要 内 容 得 以 
保留 . 任何 公理 系统 都 必须 解决 相 容 性 的 问题 ,但 策 梅 洛 一 弗 兰 
克 尔 系统 的 相 容 性 尚 无 证 明 . 因此 庞 加 莱 担心 “为 了 防 狼 , 羊 群 
已 经 用 篇 钨 圈 起 来 了 ,但 却 不 知道 图 内 有 没有 狼 . ”尽管 如 此 , 集 
合 论 的 语言 和 工具 性 已 得 到 广泛 使 用 . 

二 数学 基础 的 三 大 学 派 

随 着 对 数学 基础 的 深入 探讨 ,认为 寻求 类 似 悖 论 解决 的 尝 
试 ,应 从 逻辑 上 去 找 问 题 的 根源 . 针对 集合 论 ,公理 化 运动 假定 
了 一 一 数学 运用 的 逻辑 本 身 的 可 靠 性 . 数学 家 们 基于 以 前 形成 的 
不 同 观点 ,构成 关于 数学 基础 的 三 大 学 派 . 

(1) 逻 辑 主 义学 派 逻辑 主 义 基 于 罗素 1903 年 发 展 的 《数学 
的 原理 》 的 轮廓 . 按照 罗素 的 观点 :“ 数 学 就 是 逻辑 . "全 部 数学 可 
以 由 逻辑 推导 出 来 一 一 数学 概念 可 借 逻 辑 确 定 概念 定义 ,数学 定 
理 可 以 由 逻辑 公理 按 逻 辑 推出 . 至 于 逻辑 的 展开 则 依靠 公理 化 方 
法 进行 ,通过 符号 演算 的 形式 来 建立 整个 逻辑 体系 . 为 了 达到 这 
个 目标 ,为 了 避免 悖 论 ,还 创造 了 一 套 “ 类 型 论 ” ,其 代表 人 物 是 
罗素 . 

(2) 直 觉 主 义学 派 ”直觉 主义 对 于 数学 基础 采取 了 与 逻辑 主 
义 对 立 的 观点 ,其 中 杰 罗 内 克 、 庞 加 莱 是 直觉 主义 的 先驱 , 布 劳 威 
尔 是 创始 人 . 直觉 主义 的 基本 思想 :数学 独立 于 逻辑 ,数学 基础 是 
一 种 能 使 人 认识 “知觉 单位 ”1 以 及 自然 数列 的 知觉 . 坚持 以 数学 
对 象 的 “构造 性 ”定义 作为 直觉 主义 的 精粹 ,直觉 主义 关于 有 限 的 
可 创造 性 的 主张 造成 了 对 古典 数学 中 普遍 接受 的 “ 排 中 律 ”的 否 
定 . 直觉 主义 者 认为 , 排 中 律 仅 存在 于 有 限 集合 中 ,对 无 穷 集合 不 
能 使 用 . 

(3) 形 式 主义 学 派 ”形式 主义 纲领 的 主张 是 :使 数学 成 为 彻 
底 形式 化 的 一 个 系统 . 在 这 个 形式 系统 中 ,人 们 必须 以 逻辑 的 方 
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第 二 章 ”数学 的 基本 特征 


数学 由 远古 的 “ 数 觉 " 到 如 今 , 已 成 为 一 株 枝叶 繁茂 的 大 树 ， 
已 经 拥有 60 个 大 分 支 和 400 个 小 分 支 的 宏大 系统 ,并 且 仍 然 在 发 
展 着 . 本 章 仅 简单 认识 一 下 数学 的 几 个 基本 特征 . 


$ 1 集合 一 数学 中 的 基本 对 象 


高 中 教材 中 的 代数 部 分 , 自 1984 年 起 编 人 集合 . 之 所 以 如 
此 ,只 因为 集合 是 达到 现代 数学 统一 性 运用 的 统一 语言 , 它 已 是 
现代 数学 的 基础 . 


一 、 集 合理 论 的 由 来 


在 分 析 严 格 化 的 过 程 中 , 康 托 尔 (1845 ~ 1918 ) 创造 了 集 论 或 
类 论 . 集 论 创立 之 后 成 了 争论 的 论题 . 在 争论 中 , 康 托 尔 使 数学 中 
的 "无穷 "问题 得 到 确立 . 这 样 ,“ 芝 诺 关心 过 的 3 个 问题 …… 也 就 
是 无 穷 小 ,无穷 和 连续 问题 , 康 托 尔 解 决 了 它们 ,他 的 解答 可 能 就 
是 这 个 时 代 最 值得 夸耀 的 伟大 成 就 “集合 论 是 康 托 尔 最 伟大 的 
功绩 . 从 此 集合 在 现代 数学 思想 中 被 称 为 "数学 的 基本 对 象 " “是 
现代 数学 的 英 基 石 ”. 

集合 概念 产生 以 来 对 数学 的 功绩 : 


第 一 , 康 托 尔 对 有 理 数 可 数 性 的 证 明和 实数 的 不 可 数 性 的 发 
现 ,为 建立 超 穷 集 集合 论 迈 出 有 意义 的 一 步 ;数学 对 数 轴 的 认识 
产生 本 质 的 突破 . 

第 二 ,由 集合 论 产生 的 连续 统 假设 选择 公理 .ZFC 公理 等 ， 
构成 数字 的 一 个 “魔鬼 三 角 ”, 引发 了 罗素 悖 论 等 一 系列 悖 论 , 带 
来 第 三 次 数学 危机 ,推动 了 “数学 寻根 ”热潮 . 

第 三 ,现代 数学 中 ,集合 术语 得 到 广泛 应 用 . 

二 、 集 合 与 中 学 数学 

1. 集合 的 语言 和 运算 

中 学 数学 中 已 编 有 集合 内 容 , 因 此 ,在 下 面 介绍 一 下 集合 论 
的 有 关内 容 . 

(1) 用 集合 表示 概念 公式 等 数学 内 容 时 ,一般 有 3 种 方式 : 

列举 法 一 一 揭示 概念 外 延 的 方式 ,将 集合 中 的 元 素 一 一 列举 
出 来 . 例如 4 = 11,3,5,7,9|. 

描述 法 一 一 揭示 概念 内 涵 的 方式 , 即 指出 集合 元 素 所 满足 的 
条 件 (4 中 元 素 所 共有 的 特征 性 质 ce*4 中 每 一 元 素 具 有 性 质 a， 
具有 性 质 a 的 元 素 在 4 中 ) ,例如 上 述 集合 4 = |neN:n 为 不 超 
过 9 的 奇数 | . 

图 像 法 一 一 用 韦 恩 图 表示 或 作 图 像 表 示 . 

(2) 集 合 的 3 个 性 质 :元 素 的 互 异 性 ,元 素 的 无 序 性 ,元 素 的 
确定 性 . 
(3) 集 合 论 中 的 动词 :元 素 与 集合 的 关系 是 “属于 ” (用 e 表 
示 ) ,由 它 出 发 可 以 定义 “不 属于 "(用 表示 ). 集合 与 集合 的 关 
系 是 “包含 于 "(用 CC 表示 ) 、 相 等 (用 = 表示 ). 

(4) 几 个 逻辑 中 的 词语 : “或 "“ 且 "“ 非 ?是 逻辑 中 的 词语 ， 
将 其 用 来 描述 集合 元 素 及 集合 与 集合 之 间 的 关系 ,可 以 定义 集合 
中 的 运算 如 并 ( U ) 、 交 ( N ) 和 补 ,从 而 建立 集合 论 的 基本 运算 . 


(5) 集 合 的 运算 法 则 :一 般 来 说 确定 集合 以 后 ,再 通过 =、 
U、m、\ 等 关系 就 能 用 集合 论 的 语言 来 表示 相应 的 数学 内 容 了 . 
关于 集合 的 运算 ,有 以 下 基本 运算 规则 (4、8、C 都 是 集 ) : 
1 ) 军 等 律 4U4 = 4,4n4 = 4. 
2) 交 换 律 AUB = BU4,4nB = BNMA. 
3) 结 合 律 AU(BUC) = (4UB)UC， 
4n(BnCc) = (ANB)NC. 
4) 分 配 律 4n(BUC) = (4NB)U(ANC)， 
AU(BNC) = (AUB)N(AUC). 
5) 吸 收 律 4U(4nB) =4,4n(4UB) = 4. 
6) 对 合 律 C/(C/4) = 4. 
7) 对 偶 律 C/(4UB) = (C/4) (Cc/B)， 
C/(ANB) = (C/A)U(C/B). 
8) 余 补 律 AU(C/4) = I,AN(C/4) = 4. 
关于 补 集 符号 有 多 种 ,车 4CGB, 在 B 中 4 的 补 集 可 表示 为 : 
B/A 或 有 或 4 或 [ ,4 
2. 集合 的 军 集 
经 常 需要 将 某 个 集合 分 割 成 一 些 子 集 来 研究 问题 . 
按 规定 , 空 集 @ 是 任 一 集合 的 子 集 ,又 任何 一 个 集 可 看 成 自 
己 的 子 集 ,因此 对 一 个 非 空 集 来 说 , 至少 有 两 个 子 集 . 
XX = ja| 有 两 个 子 集 :@, 1al. 
XX = |a,b| 有 4 个 子 集 :®,|a,b| ,|al ,16}; 
X= [a,b,c| 有 8 个子 集 :$,|a,b,c,! ,ial,16!,1c}，, 
la,b} ,ta,c} ,|b,c}. 
一 般 地 ,我 们 有 以 下 定义 : 
定义 1 -2 -1 由 集合 于 的 一 切 子 集 组 成 的 集合 叫做 二 的 震 
集 , 记 为 Po , 即 Po = 14:4CXI. 
如 集合 fa , 寻 的 所 有 子 集 是 :更 ,al ,151 ,1a,b| , 它 的 子 集 
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个 数 有 2 个 ,所 以 它 的 寡 集 为 :| 更 ,| al ,16 ,a,bl|. 

由 归纳 可 得 , 若 集合 硅 有 个 元 素 , 则 其 寡 集 Puo 有 2 "个 元 
素 , 证 明 如 下 : 

所 含 不 同 元 的 个 数 为 0 的 相 异 子 集 有 C"( 个 ); 

所 含 不 同 元 的 个 数 为 1 的 相 异 子 集 有 C,( 个 ) ; 

所 含 不 同 元 的 个 数 为 2 的 相 异 子 集 有 C:( 个 ) ; 

所 含 不 同 元 的 个 数 为 上 的 相 异 子 集 有 C"( 个 ) (0<k<n). 

上 述 子 集 都 互 不 相同 ,所 以 的 所 有 相 异 子 集 个 数 为 : 

C+C + +t +tC + tC +C = (1+1)" = 2°( 个 ). 


三 、 集 合 的 势 


1. 有 限 集 和 无 限 集 

定义 1-2-2 含有 限 个 元 素 的 集 (或 能 与 1,2,3,…,n| 
ne N, 建 立 一 一 对 应 的 集 ) 称 为 有 限 集 ,而 把 能 与 真子 集 建立 一 一 
对 应 的 集 叫 做 无 限 集 (或 无 穷 集 ). 

中 学 课本 中 对 无 限 集 的 定义 是 :“ 含 有 无 限 个 元 素 的 集 ” ,也 
有 的 书 定义 为 :一 个 非 空 集合 , 若 不 是 有 限 集 ,就 称 为 无 限 集 ,这 
样 的 定义 都 没有 揭示 无 限 集 的 本 质 特 征 一 一 能 与 其 某 一 真子 集 
建立 一 一 对 应 的 关系 ,根据 中 学 生 的 认 知 特点 ,中 学 课本 中 的 定 
义 方 式 是 可 以 理解 的 ,但 教师 可 以 在 允许 的 情况 下 , 尽 可 能 地 揭 
示 无 限 集 的 本 质 特征 . 

定义 1-2-3 若 在 集合 半 和 YY 间 存 在 一 个 一 一 对 应 , 则 称 
集合 X 与 了 对 等 , 记 作 和 ~ 了 (或 card(XK) = card(Y)) 

不 难 验证 ,对 等 关系 是 一 等 价 关 系 . 等 价 关 系 可 将 一 切 集合 
进行 分 类 ,我们 把 彼此 对 等 的 集 在 同一 类 ,给 予 一 个 标志 , 称 之 为 
势 (或 基数 ) , 记 作 了 = 内 或 card(X) = 

因此 ,有 限 集 的 势 即 为 其 所 含 元 素 的 数目 (4 = la,b,ci ~ 
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11,2,3} ,card(4) = 3); 无 限 集 的 势 是 有 限 集 元 素数 目的 推广 ; 
规定 空 集 的 势 为 0. 

例 (1-2-1) (-1,1)~(~~,+%). 

证 明 : 因 为 Kxz) = 和 
是 从 ( -1,1) 到 ( - ,+o ) 的 一 个 一 一 映射 . 

关于 这 样 的 例子 还 有 许多 . 由 例子 的 结果 可 知 , 直 线 上 的 任 
一 个 开 线段 (不 包括 端点 的 线段 ) 所 含 的 元 素 与 直线 所 含 的 元 素 
一 样 多 . 

2. 两 个 集合 对 等 的 常用 定理 

定理 1-2-1 设 4、B 为 两 个 集合 , 若 存在 4 C4, 使 4 ~B， 
且 存 在 BCB, 使 有 ~4, 则 4 ~ 已 

证 明 可 参看 " 实 变 函 数 "教材 . 

例 (1 -2-2) [a,b]~(-%,+%). 

证 阴 :[a,b] ~[a,bjC(-%m,+%)，, 
且 ( -%,+%m)~(a,b) Cla,b]. 

由 定理 1 -2 -1 即 得 [a,b6] ~(-%,+%). 

类 似 地 可 得 (a,b) ~ ( - % ,+ % ). 因此 ,直线 上 任意 一 种 区 
间 与 直线 的 元 素 一 样 “多 ”. 

人 们 对 无 穷 集 的 认识 经 历 了 一 个 漫长 的 历史 过 程 ,自古 希腊 
时 代 以 来 ,这 种 集合 就 引起 数学 家 和 哲学 家 的 注意 ,整个 中 世纪 
关于 是 否 有 实 实在 在 无 穷 多 个 元 素 的 集合 这 个 问题 ,观点 不 一 ， 
各 执 一 端 . 

如 亚 里 士 多 德 ( Aristotle ,公元 前 384 ~ 约 公元 前 322 ) 曾 考虑 
过 这 种 集合 ,但 他 不 承认 一 个 无 穷 集合 可 以 作为 一 个 确定 的 整体 
而 存在 . 

又 如 :两 个 同心 圆 上 的 点 可 以 建立 一 一 对 应 ,但 一 个 圆周 与 
另 一 个 圆周 的 长 是 不 等 的 . 
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再 如 :两 个 不 等 长 的 线段 上 的 点 可 以 建立 一 一 对 应 ,从 而 可 
以 想象 它们 有 同样 多 的 点 

高 斯 (1777 ~ 1855 ) 于 1831 年 给 舒 曼 软 尔 的 信 中 说 :“ 我 反对 
把 无 穷 量 当 作 一 个 实体 ,这 在 数学 中 是 从 来 不 允许 的 . ” 

柯 西 (1789 ~ 1857 ) 也 不 承认 无 穷 集合 的 存在 ,在 他 看 来 部 分 
能 与 整体 建立 一 一 对 应 这 件 事 是 矛盾 的 . 

有 关 方面 的 争论 仍 无 休止 ,直到 19 世纪 , 面 对 数学 分 析 中 建 
立 严密 的 理论 问题 时 ,关于 无 穷 集合 的 许多 问题 再 也 避 不 开 了 ， 
布尔 查 诺 维护 了 实在 无 穷 集 的 存在 ,并 且 强 调 了 两 个 集合 等 价 的 
概念 ( 即 两 个 集合 的 元 素 间 存 在 一 一 对 应 关系 ). 19 世纪 70 年 代 
初 , 康 托 尔 (1845 ~ 1918 ) 给 出 了 实 无 穷 集 的 概念 :如 果 一 个 集合 
能 和 它 的 一 部 分 建立 一 一 对 应 , 它 就 是 无 穷 集 , 

综 上 可 知 , 人 们 对 无 限 集 的 认识 经 历 了 漫长 而 艰难 的 过 程 ， 
这 也 正 是 无 限 集 概念 成 为 教学 中 难点 的 原因 所 在 . 

3. 可 列 集 与 不 可 列 集 

“ 势 ”" 的 概念 告诉 我 们 ,无 限 集 的 元 素 “ 个 数 ” 也 不 尽 相 同 , 势 
也 可 比较 大 小 , 且 势 没有 最 大 者 . 为 此 ,我 们 先 来 看 几 个 较为 熟悉 
的 无 限 集 . 

定义 1 -2-4 与 自然 数 集 对 等 的 集 称 为 可 列 集 ( 或 可 数 
集 ). 其 势 记 为 N= Xo 

例如 :偶数 集 、 奇 数 集 、 整 数 集 都 是 可 列 集 , 集 合 | 1, sinx， 
cosx ,sin2x ,cos2x ,… ,sinnx ,cosnx,…| 也 是 可 列 集 . 

有 理 数 集 Q 也 是 可 列 集 . 事实 上 ,我 们 将 非 零 有 理 数 用 既 约 


分 数 表示 为 (pe N,geZ/101), 记 m = p+ | 9g | , 称 之 为 模 ， 


并 记 有 理 数 0 的 模 为 1, 则 全 体 有 理 数 可 按 模 的 大 小 不 重 不 漏 地 
排 成 一 列 ,也 即 与 N 建立 了 一 一 对 应 . 
可 以 证 明 可 列 集 有 以 下 运算 性 质 : 
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(D) 若 4(Gi = 1,2,…,n,…) 为 可 列 集 , 则 Uh; 和 U hi 均 为 
可 列 集 . 
(2) 若 4(i = 1,2,…,n) 为 可 列 集 , 则 它们 的 卡 氏 积 4, x 
4; x… x4 为 可 列 集 
凡 可 列 集 ,它们 的 元 素 一 样 “多 ”. 
应 注意 的 是 并 非 无 限 集 均 为 可 列 集 . 例如 我 们 可 以 证 明 以 下 
结果 : 
定理 1 -2 -2 闭 区 间 [0,1] 为 不 可 列 集 . 
证 明 : 若 [0,1] 为 可 列 集 则 其 全 体 元 素 可 排 成 一 列 
Giy029' 
将 [0,1] 三 等 分 ,得 到 三 个 闭 区 间 如 图 1 -2 -1, 其 中 至 少 有 
一 个 闭 区 间 不 含 o ,用 表示 这 个 闭 区 间 ( 若 有 两 个 闭 区 间 均 不 
含 a ,不 妨 取 左 边 那 个 为 1). 再 将 三 等 分 ,得 到 三 个 闭 区 间 ,至 
少 有 一 个 不 含 a, 记 之 为 . 如 此 下 去 ,得 到 一 个 闭 区 间 列 
1 I I%IL, I 


满足 条 件 : | 二 二 
(1)a, tl(n = 1,2…); 3 3 
(2) 到 的 长 度 为 去 ， 图 1 -2-1 

即 117, | = 去,lim | | = 0. 由 闭 区 间 套 定理 知 , 必 有 #e 让 人， 


i OF 说 明 &zxa,(n = 1,2……), 此 与 
假设 矛盾 . 

定义 1-2 -5 与 [0,1] 对 等 的 集 称 为 具 连续 统 势 的 集 ,其 势 
记 为 [0,1] = X. 

直线 上 任 一 种 区 间 与 直线 一 样 ,都 是 具 连 续 统 势 的 集 , 它 们 
的 元 素 一 样 “ 多 ” ,为 了 进一步 比较 势 的 大 小 ,我 们 从 势 的 概念 和 
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对 等 概念 出 发 定义 势 的 大 小 : 网 
定义 1-2-6 设 集 4 的 势 为 a, 集 8 的 势 为 B, 即 4= a,B = 
B. 车 4 不 对 等 于 B, 但 存在 B 的 于 集 B 与 4 对 等 , 则 说 集 4 的 势 小 
于 集 B 的 势 ( 或 说 集 B 的 势 大 于 集 4 的 势 ) , 记 作 w <B( 或 8 >a). 
因此 可 得 :0 <n < No < 8. 
自然 会 想 , 有 没有 比 必 大 的 势 ” 即 有 没有 一 个 无 穷 集 ,其 所 
含 元 素 比 区 间 (或 实数 集 ) 所 含 元 素 更 “多 "? 答案 是 不 仅 有 ,而 
且 势 没有 最 大 者 ,对 此 ,我 们 有 以 下 结果 : 
定理 2-2-3 设 4= jp,P(4) = 2*, 则 2* > 从 . 
证 明 : 记 
M = |ix}:xeAl, 
则 A ~MCP(A). 
所 以 2*. 
下 证 ”= “不 成 立 , 即 P(4) 与 4 不 对 等 , 若 不 然 , 则 jf:4 一 
P(4) 为 一 一 映射 , 作 集 合 
B= jz eA:x¢f(x)}, 
则 BCA,BeP(A4), 且 因 假 设 4~P(4) ,所 以 对 于 BeP(4) , 必 有 
ys4 使 Ky) = B, 分 析 y 与 B 的 关系 : 
(1) 若 ye B, 则 由 B 的 定义 ,y#gf(y) = 8B, 矛盾 ! 
(2) 若 yY#B, 则 由 B 的 定义 ,yef(y) = B, 矛 盾 ! 
因此 不 能 存在 4 到 P(4) 的 -一 一 映射 . 
所 以 2* >j 成立 . 
由 上 定理 可 知 ,我 们 总 可 从 某 一 集 4 出 发 ,构造 其 寡 集 
P(4) , 寡 集 P(4) 的 势 大 于 4 的 势 , 因 此 势 没 有 最 大 者 . 此 外 还 可 
证 明 势 具有 三 岐 性 


\ 集 合 元 素 的 抽象 性 
在 说 集合 元 素 的 抽象 特征 之 前 , 先 谈 一 下 经 典 数 学 的 抽象 和 
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现代 数学 的 抽象 . 

1. 经 典 数学 的 抽象 

数学 的 抽象 性 是 公认 的 ,因为 数学 中 的 “ 数 "总 是 从 客观 实际 
中 抽象 而 来 的 ,不 是 平移 过 来 . 具体 地 说 ,数学 研究 的 对 象 ,总 的 
可 叫做 模型 (或 问题 ) ,数学 模型 的 抽象 性 可 分 为 三 种 ; 

一 一 狭义 的 应 用 问题 ,在 数学 正规 内 容 中 很 少 , 常 以 例题 出 
现 ,比如 物理 学 问题 .工程 学 问题 等 . 当然 作为 数量 问题 ,已 经 是 
对 非 数 的 实际 对 象 的 一 种 抽象 了 ,这 是 一 种 初级 的 抽象 . 

一 一 在 统计 学 中 常常 用 百分比 来 考察 ,如 概率 、 数 值 、 模 糊 值 
都 是 这 类 问题 . 

一 一 比 上 两 种 抽象 还 要 抽象 的 是 正统 数学 所 研究 的 问题 . 它 
的 模型 的 抽象 形式 更 高 于 数理 模型 或 形式 化 的 抽象 形式 . 其 结论 
一 般 是 公式 定理 ,因此 具有 应 用 的 广泛 性 . 

2. 现代 数学 中 元 素 的 抽象 性 特征 

现代 数学 已 大 大 超越 了 数 的 概念 . 数量 (数字 ) 扩展 为 变量 
(字母 ) ,函数 ,而 且 这 些 量 是 一 般 的 对 象 . 比如 ,“ 群 "的 定义 中 的 
元 素 是 泛 指 的 , 既 可 以 指 函 数 、 和 矩阵 ,也 可 以 作 别 的 对 象 . 拓扑 空 
间 的 元 素 也 不 一 定 是 坐标 系 下 (量化 了 的 ) 的 几何 对 象 . 特别 是 几 
何 学 中 的 元 素 不 一 定 是 点 、 线 、 面 ,而 是 抽象 的 对 象 . 只 要 满足 希 
尔 伯 特 的 公理 体系 即 可 . 

3. 集合 概念 的 抽象 性 特征 

现代 数学 是 在 数学 一 般 性 ( 数 ) 的 基础 上 的 进一步 抽象 ,那么 
集合 概念 的 运用 正好 符合 现代 数学 抽象 性 特征 . 

这 是 因为 从 集合 的 定义 (尽管 未 统一 ,但 都 承认 )“ 若 干 元 素 
构成 的 整体 "这 点 可 见 “ 集 合 " “元 素 " 都 是 泛 指 ,或 说 是 抽象 的 ， 
因而 除了 数 以 外 ,还 可 以 用 到 任何 对 象 上 . 在 数学 中 用 到 的 集合 
常常 是 赋予 公理 限制 的 “特殊 集合 ”. 但 不 管 怎样 ,集合 的 最 为 典 
型 的 “抽象 性 " 却 是 始终 保持 着 的 . 
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4. 直接 积 ( 笛 卡 儿 积 ) 

(1) 定 义 1-2-7 假定 4 = |x, |heHl,B = |y,|ke 
K| ,那么 | (x ,Yi) | x e 4A,Y; eB| 是 一 个 集 , 它 称 为 4 和 8B 的 直 
接 积 , 记 作 4 xB. 

直接 积存 在 是 替换 公理 与 并 集 公 理 的 结论 . 这 里 先 介绍 替换 
公理 和 并 集 公 理 . 

替换 公理 :假定 是 一 个 集 , 如果 以 每 个 xe 久 作为 第 一 华 
标 , 都 有 一 个 且 只 有 一 个 y 与 x 结 成 有 序数 对 (x,y) ,那么 所 有 这 
种 有 序数 对 的 第 二 坐标 y 的 全 体 是 一 个 集 工 

并 集 与 并 集 公理 :假定 | 4 | he H | | 是 一 个 集 族 ,那么 jx | 
存在 一 个 xs 4, 上 是 一 个 集 , 它 称 为 这 族 集 的 并 集 , 记 作 ,U A 

由 直接 积 的 理论 ,因为 对 任何 heH 与 eK,1 (x ,Yi)| 是 一 
个 集 ,由 替换 公理 | | (x, ,y,)| | hei 是 一 个 集 族 , 因 为 存在 并 
集 C, = ,U1(%4,74)1、| Cs | keK| 又 是 一 个 集 族 ,所 以 又 存在 并 
集 U.C, 这 就 是 4xB. 

(2) 假 定 |4, 1he HI 是 一 集 族 , 其 中 每 个 4 关中, 那 于 由 选择 
公理 (一 个 集 一 定 可 以 依 一 个 次 序 排队 ) ,对 每 个 he 可 以 得 到 
一 个 x eh, ,并 由 替换 公理 得 到 一 个 集 , (x,lheH) = | ix,,hi1l 
he HI 称 为 由 一 个 选择 变换 得 到 的 有 序 组 . 

把 每 个 x e 4， 换 为 一 个 x'; e hi ,那么 由 替换 公理 得 到 另 一 
集 (x',lheH) = | jx',h| lh'e Hl ,这 同样 可 以 看 作 由 一 个 选择 
交换 得 到 的 有 序 组 . 

所 有 这 些 有 序 组 的 全 体 是 集 , 它 称 为 一 族 集 4, (he 五) 的 直 
接 积 , 记 作 x 4 


万 = 2 时 XA 就 是 AxB. 
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8$2 ”数学 的 基本 关系 


数学 不 管 是 从 它 的 总 体 ,还 是 这 门 学 科 , 都 具有 高 度 的 系统 
性 ,而 这 些 系统 性 是 通过 “关系 ”体现 出 来 的 . 因而 “关系 ”显然 是 
数学 的 重要 特征 ,如 果 没 有 了 关系 ,数学 仅仅 是 散乱 堆 垒 起 来 的 
“ 数 ” ,就 没有 “科学 "可 言 了 ;如 果 有 了 关系 ,数学 就 形成 了 系统 
(或 体系 ) ,关系 对 数学 成 为 一 种 科学 是 必要 的 . 

再 者 ,数学 不 仅仅 在 于 "维持 " 它 的 既 有 关系 ,更 重要 的 它 具 
有 创造 性 和 开发 性 . 利用 关系 ,从 已 知 到 未 知 , 从 有 限 到 无 限 , 从 
旧 关 系 到 新 关系 ,使 得 数学 更 完美 .更 复杂 、 更 高 级 更 活跃. 


一 \ 序 关系 


序 关 系 本 是 实数 的 基本 关系 ,更 是 有 理 数 的 基本 关系 ,因而 
成 为 数学 中 最 古典 的 关系 . 但 发 展 至 今 它 仍然 是 现代 数学 中 最 为 
基本 的 二 元 关系 之 一 ,这 就 是 =、> 、< 所 表示 的 序 关 系 ,不 过 正 
因为 它 很 重要 ,今天 已 被 发 展 、 推 广 成 多 种 形式 的 序 关 系 和 公理 
化 的 序数 理论 等 , 现 简 述 于 下 . 

1. 集合 间 的 序 关 系 

就 是 包含 .被 包含 和 相等 关系 . 

2. 在 逻辑 学 中 的 推广 

此 即 “ 一 ”, 表 因果 关系 ,自然 也 是 序 关 系 . 

3. 用 序 关系 来 描述 集合 的 特征 

关于 序 空 间 概念 和 序数 概念 . 例如 : 

定义 ( 序 空间 )1 -2 -8 对 集合 艺 , 设 三 为 其 上 二 元 ( 正 元 与 
负 元 ) 关 系 , 若 有 a,b,ceX ,满足 三 公理 ， 

@D 自 反 性 : Ya eX,a<a; 

@ 反 对 称 性 : 若 ac<bbs<a, 则 a = )5; 
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@ 传 递 性 :车 a<b,b<c, 则 asc. 

则 叫 为 上 序 关 系 , 称 1X, < | 为 序 空 间 , 称 X 为 偏 序 集 ， 
若 Ya,beX 都 有 序 关 系 , 则 叫做 全 序 集 , 比 如 除了 大 小 关系 、 
整除 关系 外 ,事物 集中 的 相等 关系 、 包 含 关 系 等 等 省 满足 序 空 间 
三 公理 . 

4. 把 ”= "关系 推广 成 “等 价 关 系 ” 

把 集合 XX 满足 自 反 、 对 称 、 传 递 的 所 谓 “ 等 价 三 公理 ”的 二 元 
关系 都 叫做 等 价 关系 . 

5. 格 也 是 赋予 了 特殊 序 关系 的 代数 集合 

6. 泛 函 映射 

设 世 是 一 个 集合 , 则 泛 函 映射 玉 是 ,天 :X 一 R( 实 数 集 ) ,其 思 
想 是 ,为 了 把 纷繁 复杂 的 对 象 集 变 成 可 比较 大 小 的 “全 订 集 ”, 人 
们 采取 了 一 些 手段 使 之 变 成 一 个 个 的 标量 ,也 就 是 把 它们 都 映射 
到 实 轴 上 去 , 即 可 达到 目的 ,这 里 “手段 "可 以 是 一 些 简单 的 标量 
函数 . 数学 上 常用 的 对 向 量 作 加 权 平均 对 向 量 求 模 、 对 矩阵 求 行 
列 式 、 对 函数 求 定 积分 等 等 也 都 是 一 种 泛 函 映射 ,所 以 我 们 可 把 
这 一 类 映 针 入 R 映射 ,统称 做 泛 函 映射 . 

7. 序 关系 可 直接 引申 到 应 用 学 科 

例如 ,经 济 学 上 的 偏好 关系 日 .@.@) 或 和 @ 即 属 序 关系 的 引 
申 ,在 其 他 相关 专业 中 也 可 以 举 出 (或 创 出 ) 更 多 类 似 的 引申 
例 来 . 


二 运算 关系 


不 管 是 初等 数学 还 是 现代 数学 都 少不了 运算 ,不 过 随 着 历史 
的 进展 其 运算 概念 也 在 推广 ,运算 方法 也 在 增加 . 现 将 运算 方法 
略 述 于 下 . 
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1. 数学 的 基本 运算 方法 

(1) 基 本 的 运算 :加 ”+ ”, 乘 ”，” 加 乘 运算 是 整个 数学 中 
最 基本 、 最 普遍 的 运算 方式 . 代数 学 作为 研究 加 乘 这 一 基本 运算 
规律 的 科学 ,由 于 加 乘 运算 的 普遍 性 ,使 得 代数 学 更 具 重要 性 和 
在 其 他 学 科 应 用 的 广泛 性 . 关于 加 乘 运算 是 如 何 进行 和 运用 的 ， 
从 近世 代数 学 中 可 以 知道 . 

(2) 数 量 性 运算 方法 ”数量 性 运算 指 加 \ 减 乘 \ 除 、 乘 方 \ 开 
方 、 指 数 、 对 数 等 运算 ,简称 “ 八 则 ”运算 , 它 源 于 古典 数学 的 运算 ， 
经 推广 成 为 表示 数字 的 字母 在 相应 条 件 下 的 运算 ,以 及 表示 数量 
的 函数 式 ( 在 相应 条 件 下 ) 的 运算 . 

(3) 微 积分 运算 ”基于 微 积 分 运算 的 普及 性 和 完美 简易 性 ， 
数学 界 赞誉 为 如 今 “已 经 算术 化 了 ”, 的 确 可 以 说 在 微 积分 学 诞生 
以 来 的 所 有 数学 分 支 中 ,没有 哪 一 个 的 特有 运算 方法 在 这 些 特 征 
上 超过 它 , 所 以 这 里 将 其 归 人 基本 运算 方法 之 列 . 加 上 上 述 “ 八 
则 ”运算 ,统一 叫做 “十 则 ”运算 . 

此 外 ,现代 数学 中 常常 接触 到 的 算 子 概念 ,其 实 也 是 一 种 映 
射 ,只 是 算 子 是 指 (抽象 ) 空 间 到 空间 (包括 到 自身 ) 的 映射 

总 之 ,我 们 从 应 用 范畴 来 看 , 函数 和 映射 间 可 以 说 一 个 是 狂 
义 的 ,一 个 是 广义 的 . 

2. 数学 的 基本 运算 形式 

数学 的 基本 运算 形式 就 是 等 式 和 不 等 式 形式 . 从 空间 来 说 ， 
前 者 是 降 维 的 ,后 者 是 保 维 的 ;从 特征 上 说 ,前 者 表 恒 等 运 算 过 
程 ,后 者 表 保 序 运算 过 程 . 它们 都 可 用 于 数量 和 模 量 ( 函数 ) ,但 对 
于 非 数量 性 的 对 象 (事物 ) , 则 属 其 推广 形式 . 比如 对 于 全 或 “>” 
抑或 “==" 等 关系 下 的 运算 ,常常 需要 根据 具体 对 象 ,补充 一 些 运 
算 规则 方 可 实行 . 这 要 根据 实际 情况 灵活 处 理 ,只 要 掌握 了 基本 
思想 , 剩 下 的 就 是 自己 体现 创造 性 的 余地 了 . 
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3. 运算 方法 的 推广 


这 种 推广 主要 是 以 对 “ +”,“. "两 个 最 基本 运算 方法 的 推 
广 , 例 如 推广 成 @@.@H、V 、 人 或 n 、U 等 . 
4. 数理 逻辑 运算 


数理 逻辑 是 数学 的 一 个 分 支 学 科 , 它 用 一 套 固定 的 符号 ( 包 
括 连词 、 变 词 ,括号 ,关系 等 符号 ) 及 公式 等 几 个 公理 组 ,构成 自己 
的 独立 运算 体系 ,这 也 是 数学 基本 运算 的 一 种 推广 . 作为 数理 逻 
辑 学 来 说 , 即 是 其 基本 运算 . 


三 、 映 射 关系 


1. 概念 认识 

映射 是 数学 中 最 为 基本 、 普 遍 的 一 个 概念 ,不 过 “映射 "的 定 
义 属 描述 性 的 . 事实 上 映射 是 一 类 因果 演化 方式 的 形象 描述 ,一 
般 形式 可 表 为 p:X—Y(xy = p(x)). 这 里 “因果 演化 "表明 : 集 
合 人 中 的 元 素 x( 因 ) 按 确定 的 方式 (或 叫 规则 )g 转化 为 集合 了 
中 的 元 素 y( 果 ). 显然 这 里 的 因果 演化 与 一 个 定理 的 因果 推演 
(证 明 ) 是 不 同 的 ,所 以 映射 只 能 作为 “一 类 ”因果 演化 . 

也 可 以 把 数学 定义 视 为 研究 映射 关系 和 映射 变换 下 的 不 变 
量 和 不 变性 的 科学 ,由 此 可 见 “ 映 射 " 在 数学 中 的 基础 地 位 了 . 因 
此 ,高 中 课本 也 引入 了 映射 的 概念 . 

2. 映射 与 郴 数 

一 般 情 况 下 ,把 映射 概念 与 函数 概念 等 同 是 不 算 错 的 ,但 是 
细 究 起 来 ,它们 的 含义 也 并 非 完全 等 同 ,说 它们 有 较 大 共通 性 较 
确切 些 . 在 学 习 中 ,对 于 似乎 相似 的 概念 应 尽量 寻找 它们 的 区 别 
和 共同 点 . 现在 来 讨论 映射 与 函数 的 区 别 . 

(1) 含 义 上 的 差异 ”如 果 把 p:X 一 了 示意 成 图 1 -2 -2, 则 可 
见 , 如 果 把 p 视 作 映射 ,一 般 是 强调 在 p 下 XX 集 与 Y 集 间 直 接 的 
因果 关系 . 比如 拓扑 学 中 的 “连通 定理 "是 说 ,p:X-*Y 是 连续 映 
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射 ,X 是 连通 空间 , 则 p(X) CY 也 是 连通 空间 . 但 把 9 说 成 函数 
时 ,习惯 上 常常 在 于 强调 其 表达 式 , 也 就 是 这 时 比较 强调 图 空间 
(图 1 -2 -2 中 乘积 空间 4BCD = Xx 了 ) 中 的 9 曲线 , 亦 即 强调 X 
是 经 9 曲线 而 映射 到 了 的 ,比如 微 积分 学 中 叙述 就 习惯 于 说 “ 函 
数 ”, 因 为 它们 需要 强调 函数 ( 曲线、 曲面 ) 的 形状 特征 . 


图 1 -2-2 


(2) 应 用 范畴 的 差异 ”从 应 用 范畴 来 看 ”函数 " 是 较为 狭义 
的 . 它 常 常 仅 指 能 写 出 函数 表达 式 或 强调 函数 式 特征 的 情形 ;而 
“映射 " 则 较为 广义 , 它 既 可 表述 已 经 形式 化 了 的 映射 关系 ,也 可 
表述 未 经 (或 难以 ) 形 式 化 的 映射 关系 . 


§3 ”数学 的 结构 


数学 有 三 大 基本 结构 : 序 结构 、 代 数 结构 和 拓扑 结构 ,这 是 布 
尔 巴 金 学 派 的 重要 贡献 之 一 ,布尔 巴金 学 派 是 希 尔 伯 特 哲学 学 派 
(三 大 学 派 中 的 形式 主义 之 后 ) 的 继承 者 ,他 遵循 希 尔 伯 特 的 公理 
化 思想 ,去 认识 数学 的 基本 对 象 一 一 集合 的 各 种 特征 ,从 而 提出 
三 大 结构 理论 ,现代 数学 正 是 在 此 结构 下 深入 的 . 
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一 \ 序 结构 


布尔 巴金 把 序 关系 公理 化 界定 成 满足 自 反 、 传 递 .反对 称 等 
“三 律 " 的 二 元 关系 “<”. 自 此 ,符号 ”< "已 不 仅 表示 数 间 关 系 ， 
而 且 抽 象 成 一 般 事物 间 的 关系 . 进一步 ,布尔 巴金 还 总 结 并 揭示 
出 数学 在 集合 意义 下 的 丰富 的 序 关系 ,从 而 总 的 把 它 叫做 数学 的 
序 结构 . 

1. 偏 序 集 

如 前 述 , 一 个 集合 X 成 为 偏 序 集 或 偏 序 空间 |X, < | , 必 充 条 
件 是 世上 至 少 有 一 些 元 素 间 存 在 序 关系 . 比如 自然 数 集中 的 整除 
关系 即 是 一 例 . 研究 表明 , 任 一 1X, < | 上 和 皆 有 全 序 子 集 ( 任 二 元 
间 毕 有 序 关 系 的 子 集 ). 同时 提出 了 : 

Zom 公理 任 一 1X, 生 | 皆 有 最 大 的 全 序 子 集 . 并 给 出 Zom 
定理 : 

Zom 定理 ” 若 偏 序 集 X 的 每 个 全 序 子 集 都 是 X 的 真子 集 , 则 
习 xo e 针 3 半 中 与 x。 有 序 关 系 的 一 切 元 素 * 缘 xzo， 

2. 偏 序 集 的 格 

在 IX, 夺 | 上 加 上 公理 条 件 :inf|a,b| eX,supia,b| EX， 
Ya,beXX, 则 此 特殊 的 偏 序 集 叫 做 “ 格 ”. 格 是 同时 具有 序 结构 和 
代数 结构 的 复合 结构 集合 . 

从 格 的 复合 结构 出 发 的 研究 不 仅 是 代数 学 的 问题 ,也 已 引申 
到 数理 逻辑 、 泛 函 分 析 和 拓扑 学 、 模 糊 数学 等 等 重要 学 科 . 比如 
Boole 代数 , 即 是 由 格 深化 而 成 的 所 谓 有 补 分 配 格 , 它 是 计算 机 科 
学 上 一 个 十 分 有 用 的 逻辑 学 分 支 . 自然 它 也 是 一 种 具有 特殊 偏 序 
结构 的 集合 . 

3. 对 “没有 " 序 关系 的 集合 的 序 处 理 

比如 向 量 空间 中 的 元 素 间 则 没有 序 关系 ,进一步 , 任 一 事物 
构成 的 集合 中 也 无 序 关 系 . 如 医生 、 教 师 、 技 术 人 员 艺术 家 之 间 
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的 单位 劳动 值 ,严格 说 皆 没 有 序 关系 . 但 我 们 可 以 作 “ 泛 函 映 射 ” 
把 集合 中 每 个 元 素 映 到 实 轴 上 ,从 而 利用 实 轴 的 序 特 征 使 原 集合 
形成 偏 序 结构 集 甚 至 全 序 集 . 总 之 ,可 以 说 ,在 “ 泛 函 映射 "的 意义 
下 ,没有 不 可 序 关 系 化 的 集合 . 


二 、 代 数 结构 


“代数 结构 ”对 应 于 “运算 关系 ”. 运算 关系 中 最 基本 的 是 
“+”,“。 ”及 其 推广 形式 ,而 各 种 代数 系统 正好 是 在 +”,“， 
及 其 推广 形式 基础 上 附加 以 一 定 的 公理 ,比如 满足 一 定 的 运算 定 
律 等 而 界定 出 的 . 反 过 来 说 ,代数 正 是 以 这 种 方式 对 数学 系统 进 
行 分 类 的 ,比如 群 \ 环 、 域 . 体 、 模 \ 格 、 线 性 空间 等 ,分 别 都 是 一 个 
代数 系统 ,也 是 一 个 代数 类 . 同时 广义 的 还 有 同 余 类 、 同 构 类 、 同 
态 类 等 也 是 代数 类 . 特别 地 ,这 种 代数 关系 还 广泛 地 存在 于 数学 
各 个 分 支 中 ,参与 数学 的 基本 构成 ,所 以 称 它 为 数学 的 一 个 基本 
结构 . 


三 \ 拓 扑 结 构 


拓扑 结构 是 对 空间 的 某 种 特性 的 描述 , 源 于 对 欧 几 里 得 空间 
的 邻 域 特征 的 认识 , 即 发 现 . 任 一 个 开 的 欧 氏 空间 Q2 总 有 这 样 的 
开 集 构成 特征 ,使 得 空 集 是 开 集 ,全集 0 是 开 集 ,2 中 有 限 个 开 集 
之 交 是 开 集 ,无 限 个 开 集 之 并 也 是 开 集 . 特别 地 ,还 可 在 2 的 全 部 
子 集 集 ( 寡 集 )22 中 找到 子 集 7C2”, 使 之 在 r+ 上 满足 上 述 四 条 
“ 开 集 公理 ”. 于 是 问题 被 公理 化 地 抽象 ,从 而 被 推广 成 描述 一 类 
集合 Q, 只 要 了 及 rC2? 满足 上 述 “ 开 集 公理 ”. 显然 这 样 的 2 实 
为 一 个 大 类 , 记 为 C”, 叫 做 拓扑 类 . 

至 此 可 见 , 虽 然 拓 扑 空间 的 抽象 定义 使 初学 者 不 易 理 解 ,但 
它 使 问题 从 欧 氏 空间 抽象 出 来 后 ,适合 于 一 大 类 ( C0” ) 空间 . 这 再 
次 体现 了 数学 抽象 的 意义 . 
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这 里 对 C” 的 分 类 和 探讨 ,涉及 到 一 个 拓扑 空间 变 成 另 一 个 
拓扑 空间 的 变换 问题 或 说 对 应 关系 的 问题 ,这 个 对 应 关系 就 是 映 
射 p:X 一 站 当 其 映射 p 满足 连续 性 , 则 拓扑 空间 XX 映 成 的 Y 必 为 
拓扑 空间 ,这 样 的 映射 g 叫做 拓扑 映射 . 拓扑 学 是 研究 拓扑 映射 
下 拓扑 空间 的 不 变量 的 科学 ,因此 拓扑 学 的 生命 力 即 在 于 拓扑 映 
射 研 究 或 说 拓扑 空间 的 对 应 关系 研究 ,这 种 研究 的 基础 则 是 通常 
的 邻 域 序 列 、 聚 点 \ 收 敛 , 极 限 、 开 闭 集 、 连 通 性 等 等 . 

当 拓 扑 映 射 满足 " 满 射 . 单 射 且 双 射 " 关系 时 ,叫做 同 胚 映 
射 ,这 时 叫 拓扑 空间 蕊 与 工 同 胚 ,一般 记 为 Xe 工 

对 于 同 胚 映射 p, 当 pp- 皆 可 微 时 , 称 p 为 微分 同 胚 ,研究 
微分 同 胚 下 不 变量 的 学 科 叫 微分 拓扑 ,形成 于 20 世纪 60 年 代 初 . 

设 p:X 一 了 , 豆 :X 一 了 皆 连 续 映 射 , 且 有 对 x\ 的 二 元 连续 映 
射 F:Xx[0,1] 一 Y, 满 足 Fo = 9,F = 化 , 则 称 gq 与 炎 同 伦 .一 
般 记 为 gp“ 多 ,参见 示意 图 1 -2 -3. 对 同 伦 类 的 研究 是 当今 微分 
拓扑 学 的 热点 之 一 . 


图 1-2-3 


总 之 拓扑 空间 ,有 着 丰富 的 研究 内 容 , 拓扑 学 种 种 概念 也 像 
代数 概念 一 样 ,成 为 数学 的 又 一 个 基本 结构 . 
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$4 无 穷 的 认识 


“数学 是 研究 无 穷 的 科学 ”( 希 尔 伯 特 ) , 它 揭示 出 数学 的 又 
一 大 特征 . 数学 对 无 穷 的 研究 无 论 从 其 历史 深度 和 广度 来 讲 ,都 
是 其 他 任何 学 科 所 不 及 的 . 同时 ,许多 深刻 的 数学 成 果 都 是 在 无 
穷 概念 ( 比如 无 穷 级 数 ) 下 得 到 的 . 


一 无穷 的 基本 类 型 
无 穷 又 叫 无 限 . 基本 类 型 有 无 穷 大 、 无 穷 小 和 无 穷 多 3 种 ,其 
中 最 基本 的 还 是 前 两 者 . 一般 记 无 穷 大 为 m , 则 无 穷 小 即 为 过, 若 


记 无 穷 小 为 ", 则 无 穷 大 即 一 . 这 种 无 穷 大 与 无 穷 小 间 的 关系 为 反 


演 关 系 . 由 此 ,知道 了 其 中 任 一 个 的 性 质 即 可 了 解 另 一 个 的 性 质 
而 不 必 重 复 . 

一 个 集合 为 无 穷 大 是 说 在 X 中 任意 指出 一 个 任意 大 的 集 
合 X', 都 可 以 在 XX 中 找 出 一 个 这 样 的 集合 XCX, aX'CX. 集合 
于 可 以 是 高 维 空间 ,可 以 是 一 维 数 轴 , 也 可 以 是 一 维 时 间 ( 正 实 轴 
或 叫 半 数 轴 ) ,也 可 以 是 0 维 点 集 (无 穷 多 元 ). 

出 于 直观 理解 ,在 欧 氏 意义 下 的 数学 中 认为 无 穷 大 是 不 存在 
的 、 发 散 的 ,但 在 个 别 ( 非 欧 ) 情 形 下 为 了 形式 化 分 析 的 需要 ,可 以 
把 无 穷 大 作为 一 个 数 或 一 个 几何 点 (无 穷 远 点 ,无穷 远 边 界 ) 来 处 
理 ,比如 拓扑 空间 中 加 点 紧 化 处 理 . 这 在 “射影 几何 ”中 即 可 证 明 
是 合理 的 . 

一 般 情况 下 ,用 有 限 形式 来 表述 无 穷 ,最 基本 的 方式 是 周期 . 
比如 一 般 周 期 的 定义 域 丝 无 穷 空 间 . 在 无 穷 序 列 中 仅 其 序号 有 周 
期 ,而 无 穷 序列 只 有 作为 序号 函数 的 序列 通 项 具有 规律 时 才 是 可 
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认识 的 . 

至 于 无 穷 多 , 其实 是 无 穷 多 元 的 集合 情形 . 关于 无 穷 多 元 集 
的 研究 有 两 大 类 型 :一 类 是 无 穷 多 元 间 的 组 合 关系 研究 ; 另 一 类 
是 无 穷 集 合 的 结构 认识 . 

关于 无 穷 组 合 的 认识 ,已 是 数学 的 一 个 方面 的 内 容 . 


二 关于 无 穷 的 简介 


1. 古代 和 近代 对 ”无 穷 "的 认识 

从 历史 上 看 ,当初 毕 达 哥 拉 斯 的 有 理 数 错误 是 因为 对 无 穷 小 
的 起 码 认 识 不 足 , 后 来 当 人 们 意识 到 了 这 点 后 ,仍然 无 法 认识 它 ， 
因此 产生 了 穷竭 法 来 回避 无 穷 小 . 

在 穷竭 法 产生 的 同时 ,哲学 上 产生 的 芝 诺 悖 论 , 也 仍 是 因为 
对 无 穷 小 认识 不 足 引 起 的 . 穷竭 法 在 当时 流行 于 数学 中 ,也 作为 
一 种 思维 方法 流行 于 哲学 界 . 其 实 穷竭 法 是 有 理 数 在 数学 发 展 中 
的 局 限 性 和 芝 诺 悖 论 两 大 事件 的 共同 作用 下 形成 的 . 

17 世纪 微 积分 的 诞生 使 得 数学 实在 不 能 回避 无 穷 小 了 . 对 无 
穷 小 认识 的 争论 又 进行 了 两 百年 . 极限 论 的 诞生 使 微 积分 学 获得 
了 新 生 . 

18 .19 世纪 是 微 积分 方法 迅速 发 展 时 期 ,其 中 无 穷 序 列 、 无 穷 
级 数理 论 的 发 展 也 是 人 类 对 “无 穷 ”认识 的 进展 ,具体 说 是 对 有 序 无 
穷 集 的 一 种 认识 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 ( Weierstrass ) 从 无 穷 级 数 中 发 现 有 
名 的 “点 点 连续 却 点 点 不 可 导 " 奇 例 ,加 强 了 分 析 学 的 严格 特征 . 

2. 现代 数学 对 无 穷 小 空间 结构 的 认识 

(1)19 世纪 产生 的 极限 论 ,对 无 穷 小 空间 作 了 序列 点 式 地 至 
近 , 揭 示 了 无 穷 小 空间 的 一 个 极 好 的 极限 性 质 . 

(2)20 世纪 前 半 叶 物理 学 中 产生 的 量子 力学 ,把 量子 世界 叫 “ 不 
可 尺度 空间 ”, 实 际 上 是 物理 学 对 无 穷 小 空间 的 一 种 逼近 性 认识 

(3)20 世纪 60 年 代数 学 中 的 数理 逻辑 内 产生 了 非 标准 学 分 
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支 ,克服 了 极限 论 认识 无 穷 小 的 局 限 ,对 无 穷 小 认识 又 一 次 深化 . 
3. 对 无 穷 多 元 有 界 集 的 认识 
(1) 康 托 尔 提出 了 “可 数 无 穷 集 ” ,用 “一 一 对 应 ”的 映射 概念 
表明 自然 数 、 整 数 有理 数 等 ,都 是 “可 数 "“ 无 穷 集 ”. 
(2) 康 托 尔 还 证 明了 一 般 无 穷 集 的 性 质 . 
(3) 康 托 尔 证 明了 存在 不 可 数 的 实数 集 . 
(4) 康 托 尔 提出 了 势 的 概念 . 


三 关于 无 穷 的 认识 
1. 关于 无 穷 小 的 认识 

1 1 
(01) 关于 数列 {二 |: 击 :10’100’1000” 10" 


当 天 限 增 大 (n 一 % ) 时 ,] 让 -0 , 即 无 穷 大 时 ， 则 [六 无 穷 小 


= 0. 
im 


(2) 从 函数 极限 定义 无 穷 小 . 

若 limf(x) = 0, 则 称 /(x) ,za 是 无 穷 小 

也 就 是 Ye >0,35>0, |x-a| <8 时 有 | f(x) | <e, 则 叫 
扩 x) 当 x 一 ax) 无 穷 小 . 

2. 关 于 Ye>0 

Ys >0 可 以 理解 为 f( xo) 附近 的 连续 统 邻 域 . 这 里 有 e >0 
后 ,如 |x-a| <e, 这 是 指 在 a 附近 的 一 个 邻 域 N(s). 在 这 个 邻 
域内 数 是 无 限 的. 因此 i Ye >0| 最 多 是 一 个 稠密 集 . 

3. 无 穷 小 的 一 个 新 定义 


对 于 | Ye > 0| ,所 对 应 的 空心 邻 域 系 1N(e)| 的 无 穷 
,NN(s) A8z 罗 , 则 定义 此 5 为 无 穷 小 
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显然 ,该 定义 与 极限 论 中 无 穷 小 的 定义 等 价 ,但 有 不 同 之 处 

4. 现代 数学 对 无 穷 的 认识 状态 

无 穷 小 的 认识 基本 过 程 ,是 对 “无 穷 小 空间 ”的 认识 过 程 

19 世纪 后 半 时 产生 了 极限 论 , 对 无 穷 小 空间 作 了 序列 点 地 各 
近 ,揭示 了 无 穷 小 空间 的 一 个 极限 性 质 . 20 世纪 30 年 代 物理 学 产 
生 了 量子 理论 , 它 把 量子 世界 叫做 “不 可 尺度 空间 ”, 这 是 物理 学 
对 无 穷 小 空间 一 种 逼近 性 认识 ,20 世纪 60 年 代数 理 逻辑 内 产生 
了 “ 非 标准 分 析 学 "分支 ,对 无 穷 小 的 认识 进一步 深化 . 

康 托 尔 提出 集合 论 之 后 ,用 “一 一 对 应 ”映射 方法 证 明了 “ 存 
在 不 可 数 的 实数 集 "的 一 个 重要 性 质 :所 有 无 穷 集 ( U ) 皆 存在 自 
己 的 同 维 真子 集 (wC U ) 使 得 与 U 之 间 具 有 一 一 对 应 的 关系 . 
如 fx) = Tez) (syx) 与 其 子 区 间 一 一 对 应 ,xe ( -ee)e 是 


任意 小 正 数 . 
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第 三 章 ”数学 思维 的 认识 


数学 科学 之 所 以 可 靠 严谨, 越 来 越 被 当今 人 们 重视 ,很 重要 
的 因素 之 一 是 数学 的 思维 . 那么 为 了 我 们 的 数学 学 习 , 有 必要 对 
数学 思维 进行 认识 . 认识 数学 思维 特征 ,认识 思维 科学 与 数学 科 
学 的 关系 . 


$1 思维 概念 概述 


一 \ 思 维 结构 


所 谓 思维 ,就 是 人 脑 对 安 观 事物 的 本 质 、 相 互 关系 及 其 内 在 
规律 性 概念 的 直接 和 间接 反映 . 心理 学 认为 思维 包含 两 个 层次 : 
其 一 ,是 从 大 脑 反映 现实 的 本 质 和 内 在 联系 的 过 程 方面 ,揭示 认 
识 的 高 级 形式 ,这 属于 人 脑 交 换 信 息 的 微观 过 程 , 叫 理性 认识 过 
程 ; 其 二 ,研究 外 界 的 变化 和 发 展 何以 成 为 意识 事实 ,这 可 以 看 作 
人 脑 与 外 界 环境 交换 信息 的 客观 过 程 ,是 感性 认识 向 理性 认识 的 
转化 过 程 . 感性 认识 包括 感觉 知觉 表象 ,是 思维 的 基础 ,而 表象 
是 感性 认识 向 理性 认识 的 纽带 和 桥梁 ;理性 认识 包括 概念 ,判断 、 
推理 ,而 概念 是 思维 的 元 素 和 主要 形式 . 思维 的 过 程 、 思 维 的 物质 
性 结构 包括 感觉 知觉 表象 概念 判断、 推理、 思维 规律 和 方法 
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等 要 素 ,其 相互 联系 的 框架 如 图 1 -3 -1 


(感性 认识 过 程 ) : ( 理性 认识 和 思维 过 程 ) 


图 1-3-1 


以 上 思维 过 程 , 是 由 物质 规律 性 转化 为 思维 活动 的 过 程 ,但 
是 一 般 来 说 人 脑 对 客观 事物 运动 变化 规律 的 反映 ,不 可 能 仅仅 是 
“镜面 "反射 ,只 反映 其 重要 的 本 质 因素 及 规律 ,用 数学 的 观点 讲 ， 
由 物质 运动 到 思维 活动 一 般 不 是 一 个 同 构 映 射 ,而 是 一 个 同 态 映 
射 . 思维 结构 是 由 最 基本 的 要 素 构成 的 系统 , 它 是 在 不 断 演变 、 进 
化 和 发 展 的 . 


二 、 思 维 功能 


思维 结构 是 指 思维 的 物质 结构 , 但 诸 要 素 各 有 特定 功能 ,就 
产生 了 思维 的 功能 性 结构 . 所 谓 思维 功能 (功能 是 指 整体 功能 ,并 
非 是 各 要 素 功 能 的 简单 相 加 ) 是 指 思 维 结构 的 各 个 层次 有 目的 的 
运动 而 形成 . 没有 有 关 信 息 就 无 法 进行 思维 ,根据 信息 加 工 论 的 
观点 ,思维 的 主要 功能 是 :接受 信息 、 选 择 信息 、 过 滤 信 息 、 加 工 信 
息 \ 转 化 信息 .储存 信息 、 输 出 信息 等 . 


三 思维 特征 与 思维 分 类 
思维 是 一 种 复杂 的 心理 现象 ,有 直线 性 的 过 程 和 非 直 线性 过 


程 ;有 正 向 过 程 和 逆向 过 程 . 因而 在 思维 过 程 中 表现 出 不 同 的 种 
类 和 特征 . 

思维 的 特征 主要 有 :思维 的 目的 性 和 问题 性 、 概 括 性 、 间 接 
性 、 逻 辑 性 等 . 思维 分 类 主要 形式 : 非 逻辑 思维 和 逻辑 思维 . 逻辑 
思维 形式 有 形式 逻辑 数理 逻辑 辨认 逻辑 ,而 非 逻辑 思维 的 形式 
主要 有 想像 直觉 ,顿悟 . 

(1) 关 于 形式 逻辑 :主要 思维 形式 是 概念 判断 推理 ;主要 思 
维 规律 是 同一 律 、 矛 盾 律 、 排 中 律 ;主要 思维 方法 是 分 析 与 综合 、 
抽象 与 概括 ,归纳 演绎 类比、 科学 假设 等 . 

(2) 关 于 非 逻辑 思维 :想像 是 在 原 有 表象 的 加 工 的 基础 上 ,加 
工 改造 形成 新 形象 的 心理 过 程 . 想像 思维 的 特点 是 形象 化 和 概括 
性 , 且 具 有 更 重要 的 创造 性 功能 . 直觉 与 顿悟 的 主要 特点 是 直接 
性 、 突 发 性 和 创造 性 . 


\ 关 于 逻辑 思维 
包括 形式 逻辑 ,符号 逻辑 、 辩 证 逻辑 ,数理 逻辑 等 . 


$ 2 ”数学 思维 及 其 特征 


一 \ 数 学 的 思维 和 性 质 


数学 思维 是 指 人 关于 数学 对 象 的 理性 认识 过 程 . 广义 的 可 理 
解 为 ,包括 运用 数学 工具 解决 各 种 实际 问题 的 思考 过 程 . 奥 加 涅 
相 认 为 ,所 谓 数 学 思维 ,其 一 ,是 指 一 种 形式 ,这 种 形式 表现 人 们 
认识 具体 的 数学 科学 ,或 是 应 用 数学 于 其 他 科学 、 技 术 和 国民 经 
济 等 过 程 中 的 辩证 思维 . 其 二 ,应 认识 它 的 一 种 特性 ,这 种 特性 是 
数学 学 科 本 身 的 特点 ,以 及 数学 用 以 认识 客观 世界 现象 的 方法 所 
决定 的 ,同时 也 受到 一 般 思 维 方式 的 制约 . 
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数学 研究 的 对 象 是 现实 世界 的 空间 形式 和 数量 关系 . 20 世纪 
80 年 代 后 ,人 们 认为 数学 科学 是 “模式 "的 科学 ,其 目的 是 揭示 人 
们 从 自然 界 和 数学 本 身 的 抽象 世界 中 所 观察 到 的 结构 和 对 称 性 . 
这 些 对 数学 的 认识 可 看 到 :GD 数量 关系 、 模 型 是 抽象 和 概括 的 产 
物 ,数学 思维 具有 高 度 的 抽象 性 ; @ 与 科学 的 抽象 性 、 严 谨 性 、 统 
一 性 一 样 ,数学 也 具有 这 一 特性 . 


二 ,数学 思维 的 结构 


1. 心理 学 的 结构 说 

现代 心理 学 家 认为 认 知 结构 的 核心 称 为 “图 式 说 " ,他 们 认为 
认识 的 发 生 经 过 认 知 结构 的 “同化 ”和 “调节 ”, 人 的 认识 由 旧 “ 图 
式 " 转 变 为 新 “图 式 ” ,从 而 达到 与 环境 相 适 应 . 认识 表现 为 许多 图 
式 的 协同 活动 , 随 着 图 式 的 发 展 和 系统 化 ,形成 更 加 复杂 的 图 式 
和 彼此 联系 的 复杂 结构 一 一 认 知 结构 . 

2. 数学 的 思维 结构 

数学 的 思维 结构 可 看 作 由 思维 内 容 、 思 维 成 分 和 个 体 思维 水 
平 为 坐标 轴 的 思维 空间 ,如 图 1 -3 -2. 


图 1-3-2 
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数学 思维 内 容 , 从 数学 知识 的 总 结 和 应 用 角度 可 分 为 :对 应 
思维 公理 化 思维 、 空 间 思 维 、 程 序 思维 等 ;从 方法 论 的 角度 可 将 
数学 思维 分 为 具体 思维 、 抽 象 思维 直觉 思维 、 函 数 思 维 . 数学 思 
维 中 的 个 体 发 展 是 指 : 思 维 的 灵活 性 批判 性 .严谨 性 和 广阔 性 的 
思维 品质 ,以 及 人 作为 思维 主体 的 性 格 意志 、 兴 趣 、 情 感 等 非 智力 
因素 . 


三 \ 数 学 的 发 现 和 数学 思维 特征 


1. 数学 的 发 现 过 程 

~ 般 可 分 为 4 个 阶段 :准备 阶段 .酝酿 阶段 顿悟 阶段 和 检验 
阶段 . 准备 阶段 是 自沉 的 有 意识 的 活动 , 它 表 现在 把 核心 问题 从 
偶然 现象 中 分 离 出 来 ,调查 评价 有 关 知 识 , 进 行 分 析 、 类 比 . 酝酿 
阶段 是 一 个 等 待 时 期 , 它 持续 的 时 间 不 等 . 顿悟 阶段 意味 着 潜 意 
识 和 有 意识 之 间 的 沟通 ,是 创造 性 思想 出 现 并 形成 自觉 意识 的 过 
程 . 在 酝酿 和 顿悟 阶段 , 非 逻 辑 思维 起 着 重要 作用 . 检验 阶段 是 以 
已 有 的 知识 为 基础 ,运用 逻辑 的 思维 活动 . 因此 数学 发 现 过 程 中 ， 
直觉 的 成 分 和 逻辑 的 成 分 并 存 , 且 互相 补充 彼此 交叉 进行 . 由 于 
数学 发 现 过程 中 含有 直觉 成 分 ,直觉 成 分 在 心理 学 中 对 此 种 思维 
活动 也 在 进行 研究 ,但 仍 不 能 将 其 归 为 逻辑 框架 . 但 数学 发 现 的 
过 程 中 包含 有 逻辑 的 成 分 . 我 们 总 可 以 从 发 现 的 实例 中 总 结 出 某 
些 规律 ,给 出 某 些 模式 和 方法 , 波 利 亚 说 :“ 数 学 …… 好 像 是 仅 含 
证 明 的 纯 论证 的 材料 . 然而 ,数学 的 创造 过 程 却 与 其 他 知识 的 创 
造 性 一 样 ,在 证 明 一 个 数学 定理 之 前 ,我 们 总 是 先 猜测 这 个 定理 
的 内 容 , 当 你 完成 证 明之 前 ,同样 是 先 得 猜测 其 证 明 思路 ,而 且 这 
往往 要 一 次 又 一 次 地 进行 尝试 . "从 他 的 话 中 可 以 发 现 猜测 的 功 
能 .因此 数学 的 发 现 过 程 是 由 猜测 与 论证 过 程 组 成 的 ， 
如 图 1 -3 -3. 
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其 中 论证 与 猜想 的 过 程 相互 依赖 ,相互 渗透 . 而 最 后 获得 的 
结论 ,不 是 原来 的 猜想 ,而 是 改进 了 的 猜想 ,因而 数学 发 现 是 一 个 
多 次 反复 的 过 程 , 如 图 1 -3 -4. 


| 向 、 轩 下 改进 了 的 铺 想 | 兴 开 


图 1-3-4 


2. 数学 直觉 思维 的 形式 

直觉 思维 与 逻辑 思维 不 同 ,数学 直觉 思维 有 4 种 基本 形式 : 
直觉 观念 ,直觉 推理 、 直 觉 判 断 和 直觉 启 发 . 

直觉 思维 是 人 脑 对 客观 世界 及 其 关系 的 一 种 非常 直接 的 识 
别 或 猜想 的 心理 状态 , 它 不 是 对 事物 作 各 方面 的 详尽 分 析 后 , 才 
按 逻 辑 规则 去 演绎 推理 ,达到 对 事物 的 认识 ,而 是 从 整体 上 对 待 
对 象 ,通过 思考 的 中 间 阶 段 ,直接 接触 到 结论 的 一 种 心智 活动 . 笛 
卡 儿 在 哲学 上 提出 二 元 论 , 心 理学 上 提出 心身 交感 论 ,他 认为 通 
过 直觉 能 发 现 作为 推理 起 点 得 到 的 不 可 怀疑 的 清晰 的 定理 . 

(1) 直 觉 观念 ” 当 我 们 刚 接触 所 面临 的 问题 时 ,往往 是 首先 
看 到 它 的 外 部 特征 或 部 分 特征 ,如 图 形 、 式 子 或 其 含义 的 直观 类 
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比 . 我 们 必须 借助 于 直观 模型 或 图 形 进行 直觉 思考 . 数学 越发 展 ， 
对 象 越 抽象 ,就 越 难 找到 逻辑 起 点 . 先 把 图 形 或 模型 作为 想像 的 
载体 ,发 挥 模型 和 图 形容 纳 内 容 多 的 长 处 ,可 以 把 许多 数学 信息 
包容 在 一 起 ,使 思维 迅速 简捷 . 数学 家 都 善于 使 对 象 简单 化 .思想 
具体 化 ,在 头脑 中 构成 形象 . 

数学 直觉 思维 中 的 直观 模型 和 空间 图 形 , 在 数学 活动 中 的 表 
现 主要 是 具有 某 种 程度 的 抽象 或 模式 化 了 的 “形象 ”, 我 们 称 之 为 
“心智 图 像 ”. 这 种 心智 图 像 不 是 对 对 象 直接 摹 写 的 具体 形象 ,而 
是 介 于 二 者 之 间 的 过 渡 性 的 带 有 一 定 抽象 程度 的 形式 化 了 的 东 
西 . 这 种 心智 图 像 虽 然 有 图 像 的 特征 ,但 它 是 使 用 者 内 部 的 主观 
经 验 的 体现 , 它 所 代表 的 内 容 和 意义 只 有 使 用 者 本 人 才能 领会 . 
例如 ,平面 上 一 个 圆 图 的 边 上 再 画 一 段 曲线 与 之 相交 : 
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可 以 想像 为 一 个 苹果 、 一 个 炸弹 、 只 有 一 根 头发 的 秃头 ,也 可 
以 想像 为 一 条 蛇 从 盆 中 疏 出 . 

数学 家 在 研究 某 一 数学 问题 时 ,即使 没有 纸 和 笔 ,脑子 里 也 
会 构思 出 生动 直观 的 模型 或 形象 ,它们 表现 为 用 图 形 、 文 字 \ 符 号 
表达 的 有 某 种 规律 性 的 式 子 等 . 这 种 直观 模型 或 空间 图 形 ,作为 
数学 直觉 思维 的 形式 , 同 逻辑 思维 中 的 概念 有 类 似 的 作用 . 因此 ， 
我 们 称 其 为 直觉 观念 ,简称 直 念 . 

直 念 和 概念 既 有 区 别 又 有 联系 , 直 念 既 有 生动 直观 的 感性 形 
象 成 分 ,又 有 一 定 程度 的 抽象 成 分 . 它 能 容纳 深刻 复杂 的 数学 内 
容 , 也 可 用 以 进行 数学 思维 . 但 它 和 概念 又 有 区 别 . 概念 的 内 涵 明 
确 , 没 有 模糊 性 ,而 直 念 却 有 模糊 性 ,歧义 性 ,不 好 用 语言 表达 . 因 
此 ,以 直 念 作为 思维 细胞 的 数学 直觉 思维 难以 与 别人 交流 . 
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(2) 直 党 推理 ” 直 念 是 运动 发 展 的 . 刚 开始 建立 的 直 念 是 简 
单 的 ,包含 数学 对 象 的 本 质 因 素 较 少 ,经 过 想像 发 挥 .引申 以 后 ， 
其 内 容 逐 渐 由 简单 到 复杂 , 其 中 本 质 因素 不 断 增多 . 单个 的 直 念 
是 不 足以 对 一 个 数学 问题 进行 思维 的 ,多 个 直 念 按照 一 定 的 秩序 
连接 ,变换 ,就 会 形成 一 定 的 结构 ,这 个 结构 越 来 越 复杂 ,会 逐渐 
接近 要 认识 的 对 象 . 但 是 ,从 一 个 直 念 到 另 一 个 直 念 的 变换 ,不 是 
像 逻辑 思维 那样 推理 进行 的 ,而 是 由 想像 力 推动 着 前 进 的 ,想像 
在 这 个 过 程 中 有 着 与 逻辑 思维 中 的 推理 相 类 似 的 功能 . 因此 ,我 
们 把 由 想像 连接 直 念 的 运动 过 程 称 为 直觉 推理 . 

(3) 直 觉 判断 ”直觉 判断 是 人 脑 对 于 客观 存在 的 实体 、 现 象 、 
语词 符号 及 其 表征 的 相互 关系 的 一 种 迅速 识别 或 直接 理解 . 在 这 
个 过 程 中 ,人 们 不 是 分 析 地 、 按 逻辑 规则 进行 逻辑 推理 ,而 是 从 整 
体 上 作出 直接 把 握 . 

数学 直觉 判断 ,常常 是 在 学 习 过 程 和 研究 过 程 中 表现 出 来 . 
例如 ,题目 刚 一 出 现 ,教师 还 没有 解释 完毕 ,学 生 就 说 懂 了 ,就 是 
因为 结论 已 被 直觉 地 判断 出 来 . 数学 家 遇 到 的 问题 ,许多 是 与 他 
以 前 所 遇 到 的 情形 类 似 的 ,解决 这 些 问 题 的 实质 ,就 是 判断 面临 
的 问题 与 大 脑 所 储存 的 各 种 解决 问题 的 图 式 的 关系 ,找到 与 以 前 
经 验 结果 的 某 种 对 应 ,直觉 地 判断 该 问题 属于 何 种 类 型 ,解决 问 
题 应 当 采 取 什么 方法 . 在 这 个 过 程 中 ,是 迅速 确定 “是 什么 ”, 而 不 
是 细 究 “为 什么 ”. 这 种 直觉 判断 有 赖 于 对 整个 形势 的 整体 估计 . 
非 欧 几 何 的 创始 人 罗 巴 切 夫 斯 基 、 黎 曼 , 正 是 由 于 具有 这 种 整体 
的 .直觉 判断 能 力 , 才 敢 于 提出 非 欧 几何 的 创见 , 

(4) 直 觉 启发 ”数学 家 沉思 于 某 一 问题 ,不 是 在 头脑 中 搜索 
到 以 前 固有 的 模式 ,而 是 在 某 种 外 部 信息 的 刺激 下 ,由 于 联想 而 
使 问题 着 然 贯通 , 称 之 为 直觉 启 发 ,也 就 是 人 们 党 说 的 “灵感 ” 

直觉 启发 的 特点 具有 突然 性 . 它 是 联想 中 将 那些 原来 看 着 互 
不 相干 的 事物 建立 起 一 种 联系 ,使 得 思维 过 程 中 的 信息 传递 跨 过 
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心理 障碍 ,因而 又 常 具有 跳 峻 性 . 

数学 直觉 思维 中 的 直 念 ,推理 ,判断 和 灵感 是 不 可 能 截然 分 
开 的 ,它们 常常 结合 于 一 个 统一 的 思维 过 程 中 ,其 中 ,最 为 基本 的 
表现 是 直觉 的 判断 . 因为 ,直觉 的 推理 ,灵感 最 后 也 是 以 判断 的 形 
式 出 现 的 ,而 灵感 是 直觉 的 一 种 典型 状态 . 

3. 创造 性 数学 思维 

所 谓 创 造 性 数学 思维 ,是 指 思 维 的 结果 或 处 理 问题 的 方法 带 
有 新 颖 性 、 独 特性 . 这 种 思维 并 非 一 开始 就 建立 在 严格 的 逻辑 论 
证 之 上 ,但 它 却 常常 表现 出 研究 者 的 自信 心 和 个 性 特点 . 

西方 的 一 些 科学 家 、 哲 学 家 认为 ,创造 是 变幻 莫 测 的 思维 活 
动 ,属于 不 可 言喻 的 直觉 想像 和 猜测 ,这 是 不 全 面 的 . 因为 不 对 
已 有 事实 与 背景 知识 作出 逻辑 分 析 , 就 难以 获得 明晰 的 数学 问 
题 ;没有 在 逻辑 上 对 问题 的 预 设 思 考 ,就 难于 确定 为 求解 问题 需 
要 搜集 哪些 材料 ;没有 逻辑 推理 在 思维 活动 中 的 运用 ,不 采用 它 
来 组 织 关于 新 概念 和 新 思想 的 联系 ,新 的 假设 就 难以 建立 . 但 是 ， 
新 苗头 的 发 现 ,新 思想 的 提出 , 却 主要 是 靠 直觉 思维 的 . 可 见 数学 
创造 性 思维 中 既 含 有 逻辑 思维 的 成 分 ,也 含有 直觉 思维 的 成 分 . 

这 与 现代 生理 学 和 心理 学 研究 结果 是 一 致 的 . 现代 生理 学 及 
心理 学 的 研究 表明 ,人 的 左右 两 半 脑 在 思维 上 是 分 工 合 作 的 , 左 
半 脑 主管 逻辑 思维 , 右 半 驴 主管 形象 思维 . 

从 思维 过 程 的 状态 来 看 ,创造 性 思维 在 总 体 上 总 是 表现 为 : 

… 一 收敛 思维 一 发 散 思 维 一 收敛 思维 一 … 

发 散 以 便于 联想 ,寻找 各 种 知识 组 块 之 间 的 可 能 的 组 合 ,发 现 推 
理 的 起 点 . 收敛 以 便于 集中 思考 ,验证 由 发 散 思 维 所 得 到 的 方案 
的 可 行 性 ,对 其 补充 ,修正 或 提出 新 的 方案 . 
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§3 ”数理 逻辑 


从 上 一 节 可 知 思维 分 为 两 大 类 :逻辑 思维 与 非 逻辑 思维 , 逮 
辑 思维 的 主要 形式 有 形式 逻辑 数理 逻辑 、 辩 证 逻辑 等 . 逻辑 思维 
是 思维 形式 思维 规律 .思维 方法 的 科学 . 17 世纪 起 ,以 莱 布 尼 蒋 
为 代表 的 数学 家 和 逻辑 学 家 ,用 数学 的 方法 研究 形式 逻辑 的 有 关 
问题 ,形成 了 新 的 逻辑 学 一 一 数理 逻辑 . 到 19 世纪 末 , 数 理 逻 辑 
运用 了 数学 方法 ,数理 逻辑 的 研究 对 象 也 转移 到 数学 证 明和 数学 
公理 方法 等 方面 . 到 20 世纪 40 年 代 被 广泛 用 于 自动 控制 系统 和 
电子 计算 机 领域 


一 \ 数 理 逻 辑 的 形成 与 发 展 


数理 逻辑 思想 萌发 于 菜 布 尼 茨 用 代数 演绎 来 表述 形式 逻辑 ， 
后 来 为 布尔 发 展 成 布尔 逻辑 (1847 年 ) ,对 于 电气 和 计算 机 理论 
十 分 有 用 ,也 是 数理 逻辑 的 前 身 . 以 后 则 是 弗兰克 尔 、 佩 亚 诺 、 罗 
素 等 人 开创 的 现代 数理 逻辑 (1894 年 ) ,简称 数理 逻辑 . 

数理 逻辑 的 发 展 又 分 为 两 个 阶段 :1894 ~ 1930 年 为 激进 时 
期 ,此 时 期 内 受 逻 辑 主义 的 影响 较 大 , 主要 是 罗素 的 《数学 原理 》 
致力 于 把 数学 还 原 为 逻辑 学 . 亦 即 要 使 整个 数学 包含 于 数学 逻 
辑 . 他 认为 “数学 就 是 折 有 形 如 “P 蕴含 9 的 命题 集 ,这 里 Pg 都 
含 相同 数目 的 一 元 或 多 元 命题 因此 他 企图 在 其 “类 ”和 “关系 ” 
概念 下 ,通过 演算 推出 “自然 数 系 " 和 算术 ,乃至 整个 数学 ,直至 发 
现 了 悖 论 才 罢休 . 数理 逻辑 发 展 的 第 二 时 期 是 1930 年 以 后 ,由 于 
哥 德 尔 不 完全 定理 使 之 走向 正常 发 展 时 期 ,其 宗旨 是 回避 悖 论 ， 
用 无 限 形式 探索 数学 的 真正 基础 . 
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二 数理 逻辑 的 主要 分 支 


已 有 的 数理 逻辑 分 支 主要 有 5 个 ; 

1. 证 明 论 

又 叫 元 数学 ,1893 年 由 弗兰克 尔 创立 ,后 为 希 尔 伯 特 所 发 展 . 
旨 在 证 明 数 学 的 “ 相 容 性 ” 最 初试 图 用 有 限 步 来 完成 ,后 为 哥 德 
尔 不 完全 定理 所 破 , 改 为 无 穷 步 证 明 ,并 用 上 甘 岑 的 “ 超 穷 归纳 
法 ”, 至今 仍 未 实现 目标 . 

2. 递归 论 

产生 于 1930 年 ,由 丘 奇 . 哥 德 尔 、 图 灵 等 所 创 ,致力 于 探讨 数 
学 中 用 有 限 步 可 获得 精确 结果 的 所 谓 有效 可 计算 问题 " ,因此 属 
于 所 谓 “ 硬 数学 ”. 称 有 效 可 计算 函数 为 递归 函数 ,有 和 名 的 形 如 : 

fA(0) = oo 
(x,+1) = gf f(x,)] 
的 “计算 复杂 性 问题 (又 叫 判 定 问 题 )” 即 属 此 领域 . 

3. 模型 论 

产生 于 1950 年 , 旨 在 人 为 地 构筑 “模型 ” ,以 检验 或 解释 数理 
逻辑 中 某 种 或 某 组 语句 (结论 ) 的 真 伪 . 

模型 论 是 比较 深奥 的 一 个 分 支 , 它 对 数学 的 贡献 也 不 小 . 

须 指 出 ,这 里 的 “模型 论 " 与 应 用 数学 中 的 “数学 建 模 " 不 能 
混淆 ,尽管 二 者 中 “模型 " 一 词 的 概念 完全 相同 ,但 其 对 象 .适用 范 
围 和 目的 任务 皆 完 全 不 同 . 最 起 码 的 差别 是 ,一 个 属 纯 数学 中 的 
数理 逻辑 , 另 一 个 则 是 应 用 数学 中 的 一 个 方法 性 分 支 . 

4. 公理 集合 论 

这 是 继 罗 素 悖 论 和 哥 德 尔 定理 之 后 在 数理 逻辑 中 产生 的 一 
个 新 分 支 ,其 宗旨 是 要 在 回避 悖 论 的 前 提 下 证 明康 托 尔 的 连续 统 
假设 ,也 使 集合 论 本 身 形成 完整 的 理论 体系 . 
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5. 非 标准 分 析 
1965 年 在 模型 论 的 基础 上 产生 的 非 标准 分 析 , 如今 已 发 展 成 
数理 逻辑 的 一 个 分 支 学 科 . 


三 数理 逻辑 中 的 一 些 符 号 和 术语 


1. 逻辑 符号 

连词 :~ ( 非 )、A( 且 )、V (或 ) 二 ( 昔 含 ) . 司 ( 等 价 ). 

变 词 :可 数 多 个 符号 ,如 x、y、z,… 

附加 常 词 :一 组 符号 ,通常 用 英 (或 希 ) 文 词 的 第 一 个 字母 . 

量词 : Y (全 称 )、3 (存在 ) 等. 

括号 :[ ,] (,) ,用 以 对 公式 分 组 ， 

关系 符号 : e (是 … 的 一 元 ) 即 “属于 "”、:- (等 集 ) 包含 于 
(C 或 E) 8( ) 、R( ) 等 . 

2. 原子 公式 与 公式 

(1) 原 子 公 式 :如 xea,b = y,x = z 等 最 简单 的 关系 式 . 

(2) 公 式 : 有 限 次 使 用 形式 语言 将 原子 连 成 的 形式 叫 公 式 ， 

例 设 y 是 原子 公式 , 则 如 -= p,[pVV] 等 即 为 公式 ， 

3. 术语 

(1) 量 词 的 辖 域 : 设 p 为 公式 , 则 公式 ( Yx)p 和 ( 3xz)p 中 ,gp 
为 相应 量词 的 辖 域 . 

(2) 语 句 : 若 公 式 ( Vx)9 或 ( 3x)p 中 变 词 x 在 量词 ( Vx)、 
(3x) 的 辖 域 p 中 , 则 称 x 为 约束 变 词 ,否则 叫 自由 变 词 . 当 w 中 
每 个 变 词 皆 为 约束 变 词 时 ,op 叫做 语句 . 否则 只 要 有 一 个 变 词 为 自 
由 变 词 ,p 就 叫做 谓词 . 

例 (1-3-1) (VYx)[ V(x)] 为 一 语句 , 且 是 有 界 语句 ,但 
(Vx)[ V(x) ] 和 [W(x) ] 则 不 是 语句 ,因为 公式 W(x) 不 属 辖 域 ， 
所 以 其 中 x 为 自由 变 词 ,这 时 称 为 谓词 ,谓词 的 概念 ,参见 徐 利 治 
《现代 无 穷 小 导 引 》( 1990 年 ). 
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(3) 系 列 基本 概念 :诸如 解释 映射 , 滤 集 、 超 滤 集 、 转 换 原理 、 
前 束 范式 等 等 . 

(4) 数 理 逻 辑 研 究 :命题 逻辑 ( 又 叫 命题 演算 )、 谓 词 逻 辑 ( 又 
叫 谓 词 演算 ). 


\ 现 代 科 学 基础 上 认识 形式 逻辑 


逻辑 思维 是 客观 世界 规律 的 反映 ,在 今天 现代 科学 基础 上 人 
们 对 它 的 认识 更 深刻 \ 更 奇妙 ,认为 "形式 逻辑 是 物质 宇宙 的 运动 
和 运动 生成 的 属性 ”. 现 将 高 蜂 昌 先生 的 几 个 观点 介绍 给 大 家 : 

(1) 形 式 逻 辑 的 一 个 根本 规律 是 “因果 律 ”. 

(2) 物 质 宇宙 的 根本 特征 是 运动 . 

(3) 物 质 宇宙 是 个 动力 系统 . 

(4) 同 一 律 排 中 律 , 矛 盾 律 仅 表明 "正常 思维 "的 条 件 ,但 不 
独立 . 充足 理由 律 揭示 形式 逻辑 特征 . 

(5)“ 因 果 律 " 正 合 物质 宇宙 外 的 动力 系统 特征 . 

(6) 猜 测 :逻辑 思维 的 背景 空间 = 完全 宇宙 = 逻辑 思维 
对 象 集 ”. 


五 、 关 于 多 值 逻 辑 


多 值 逻辑 是 数理 逻辑 学 的 推广 理论 . 多 值 逻辑 又 叫 多 秩 逻 
辑 , 它 是 二 值 逻辑 的 推广 和 派生 . 其 思想 起 源 于 19 世纪 布尔 代 
数 . 有 关 多 值 逻辑 的 内 容 , 可 读 《数学 及 其 认识 》( 高 隆昌 著 ,2005. 
5. 23 ) 
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8$4 形式 逻辑 


一 基本 概念 和 特征 


形式 逻辑 就 是 形式 逻辑 学 ,又 叫 一 般 逻 辑 、 基 本 人 逻辑 、 传 统 逻 
辑 . 也 可 简称 为 逻辑 思维 、 思 维 逻 辑 或 逻辑 学 . 这 是 因为 不 管 从 历 
史 的 久远 还 是 现今 发 展 的 规模 来 看 ,形式 逻辑 都 绝对 居于 逻辑 学 
的 主体 位 置 . 如 今 的 逻辑 学 分 支 中 除了 辩证 逻辑 等 少数 分 支 外 ， 
都 可 以 认为 是 形式 逻辑 的 分 支 或 说 派生 出 来 的 . 

形式 逻辑 研究 人 类 凭 其 意识 能 察觉 出 来 或 能 描述 出 过 程 来 
的 那 部 分 思维 活动 . 具体 地 说 , 它 研 究 思维 的 形式 结构 、 内 在 规律 
和 基本 方法 . 

形式 逻辑 学 属 发 现 型 学 科 , 而 非 创造 型 学 科 , 它 在 我 们 的 思 
维 活 动 中 去 发 现 ,用 我 们 自己 的 思维 去 发 现 我 们 自己 的 思维 . 

形式 逻辑 的 特征 首先 是 概念 化 , 然后 在 概念 基础 上 提出 命 
题 ,进行 推理 ,判断 ,也 有 包括 证 明 、 辩 论 等 活动 . 实际 上 这 些 思维 
活动 也 就 构成 了 人 类 基本 的 思维 活动 ,包括 社会 生活 和 科技 活动 
中 的 基本 思维 活动 ,此 外 便 是 灵感 创造 省 悟 之 类 的 高 级 思维 活 
动 了 . 

形式 逻辑 的 思维 是 在 脑 内 进行 的 ,有 着 明显 的 脑 内 反映 . 这 
个 反映 的 机 制 就 是 脑 的 概念 化 机 能 . 这 个 概念 化 “机 能 ” ,把 客观 
事物 能 动 地 反映 到 大 脑 ,从 而 形成 一 个 概念 ,这 时 的 “概念 "是 已 
经 脱离 了 原 像 ,被 升华 了 的 脑 内 模式 或 叫 脑 内 信息 . 这 时 的 概念 
化 机 制 就 好 比 应 用 数学 中 模型 化 ( 建 模 ) 过 程 . 


二 ,四 律 一 一 思维 规律 
同一 律 、 排 中 律 . 矛盾 律 和 充足 理由 律 等 “四 律 ”, 是 形式 逻辑 


52 


的 基本 定律 ,它们 是 形式 逻辑 的 思维 规律 . 

同一 律 指 思维 过 程 中 ,对象 ( 问题 ) 不 变 、 概 念 不 变 . 

排 中 律 要 求 思维 的 前 提 条 件 和 思维 过 程 都 要 防止 模棱两可 ， 
保持 明确 清晰 的 思路 . 

矛盾 律 实 为 “不 矛盾 律 ”, 系 指 整个 思维 过 程 或 其 中 任 一 阶段 
皆 不 能 产生 前 后 矛盾 现象 ,包括 不 产生 循环 论证 现象 , 

充足 理由 律 是 针对 证 明 、 辩 论 的 思维 规律 提出 来 的 . 显然 它 
也 在 于 保证 思维 结果 、 推 理 结论 的 惟一 性 和 准确 性 . 严格 说 来 , 充 
足 理由 律 与 排 中 律 的 结合 保证 了 思维 结论 的 惟一 性 ;充足 理由 律 
与 矛盾 律 的 结合 保证 了 结论 的 准确 性 . 

人 们 在 书本 的 习题 中 常常 有 所 谓 “ 需 要 讨论 "的 问题 即 属 不 
满足 充足 理由 律 的 形式 . 这 时 需要 补充 条 件 才能 得 到 惟一 确切 
的 、 满 足 充足 理由 律 的 答案 . 


例 (1 -3 -2) 车 说 “ 求 一 个 点 x 使 它 满足 方程 卫 = 入-”， 


1 -x 

则 这 时 它 不 满足 充足 理由 律 , 因 为 满足 方程 的 x( 解 有 两 个 ,z = 
一 二 .但 着 说 “在 [0,1] 区 间 上 找 一 分 点 <, 使 之 全 眉 与 长 段 之 
比 等 于 长 眉 与 短 段 之 比 ", 则 理由 充足 ,只 有 一 个 解 , 即 
x = 二 坟 避 (黄金 分 制 ) 

一 般 情况 下 ,对 于 需要 补充 条 件 才能 得 到 确切 结论 的 问题 
视 其 补充 的 条 件 不 同 ,相应 结论 也 会 不 同 . 所 谓 * 讨 论 式 问题 "在 
科研 实践 中 经 常 出 现 

总 之 ,四 律 中 ,前 三 律 是 针对 思维 过 程 提出 来 的 约束 ,第 四 律 
则 是 在 前 三 律 基础 上 为 保证 结果 的 准确 性 而 对 前 提 条 件 提出 的 
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三 \ 符 号 逻辑 一 一 现代 形式 逻辑 


符号 逻辑 又 叫做 现代 形式 逻辑 . 从 认识 过 程 看 , 它 由 如 下 两 
个 步骤 产生 . 

1. 语言 转向 

当 逻 辑 学 家 们 认识 到 过 去 的 形式 逻辑 的 弱点 在 于 语言 表达 
上 的 缺陷 时 , 便 自然 地 产生 了 改变 语言 形式 的 要 求 ,叫做 “语言 转 
向 "要求 . 由 于 当时 的 数学 已 进入 高 等 数学 时 期 , “语言 转 向 ”有 符 
号 化 和 精确 化 的 明显 特征 . 又 因为 当时 一 些 哲学 家 、 逻 辑 学 家 本 
身 就 是 数学 家 ,自然 他 们 意识 到 为 了 精确 化 ,就 需要 符号 化 . 

2. 符号 化 

顾名思义 , 即 采用 一 套 符号 体系 及 其 组 合 的 “语句 "“ 公 式 ” 
等 等 ,加 上 一 些 必要 的 白话 叙述 ,以 完全 代替 经 典 形式 逻辑 的 完 
全 白话 式 的 推理 方式 . 

3. 符号 逻辑 的 类 型 

符号 逻辑 有 两 种 类 型 : 

(1) 以 保持 传统 形式 逻辑 特征 为 特色 的 符号 逻辑 . 它 仅 限于 
语言 的 符号 表征 . 但 显然 不 能 以 此 形式 作 推演 , 而 不 得 不 仍然 用 
传统 的 思维 方式 作 推 理 和 论证 ,但 由 于 传统 形式 逻辑 的 弱点 ,其 
不 可 能 成 为 专门 的 学 科 . 

(2) 由 符号 逻辑 为 特色 的 数理 侈 辑 采 用 了 符号 化 、 公 理化 形 
式 手段 ,使 数学 中 的 论证 真正 呈现 出 数学 的 方式 和 数学 的 特征 . 
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§5 辩证 逻辑 


一 .辩证 逻辑 哲学 背景 

一 般 认为 ,辩证 逻辑 学 启蒙 于 康德 ,是 他 在 《宇宙 发 展 史 简 
论 )(1755) 中 提出 了 宇宙 的 "对立 统一 ”结构 ,在 《纯粹 理性 批判 》 
(1781) 中 提出 “二 律 背 反 ” 概 念 ,奠定 了 后 来 “辩证 逻辑 学 ”中 重 
要 的 “对 立 统一 律 ” 

黑 格 尔 发 展 了 康德 的 这 一 辩证 思想 ,其 特点 是 把 认识 的 世界 
范畴 大 大 推广 了 . 黑 格 尔 第 一 个 把 整个 自然 ,社会 精神、 历史 描 
述 成 一 个 大 系统 ,可 叫做 大 自然 . 他 认识 到 大 自然 的 结构 不 是 静 
止 的 ,而 是 不 断 演变 、 发 展 着 的 ,并 主张 用 这 种 方法 去 认识 大 自然 
的 规律 . 

辩证 逻辑 成 为 一 门 学 科 , 归功 于 马克 思 、 恩 格 斯 在 黑 格 尔 思 
想 基础 上 创立 了 唯物 辩证 法 ,并 发 展 成 辩证 唯物 主义 ,从 而 产生 
了 “辩证 逻辑 ”这 门 学 科 . 

总 之 ,辩证 逻辑 就 是 用 辩证 观点 去 认识 客观 世界 结构 规律 的 
学 科 . 所 谓 “ 辩 证 观点 ”就 是 辩证 法 ,所 谓 “ 辩 证 法 "就 是 用 非 静 止 
的 动态 的 .灵活 的 .具体 问题 具体 分 析 的 方法 和 “二 象 论 "的 观点 
去 认识 客观 对 象 . 

二 ,辩证 逻辑 规律 

辩证 逻辑 可 归 为 “三 律 ” :对 立 统一 律 .量变 质变 律 、 相 似 律 . 

对 立 统一 律 ”又 叫做 矛盾 统一 律 、 二 律 背 反 原 理 、 二 象 性 原 
理 、 一 分 为 二 原理 . 根据 “二 象 性 "理论 ,深刻 广泛 地 反映 了 客观 世 
界 任 何事 物 内 和 事物 间 都 有 对 立 统一 的 结构 特征 ,因此 它 被 认为 
是 辩证 逻辑 的 一 项 根本 性 定律 . 关于 “了 矛盾 统一 律 " 中 的 "矛盾 ” 
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概念 与 “形式 逻辑 "中 “矛盾 律 "的 “矛盾 "概念 是 完全 不 同 的 ,这 
里 “矛盾 "表示 客观 世界 通 有 的 一 种 结构 特征 ,是 客观 规律 ,是 应 
该 遵从 的 ;形式 逻辑 中 的 "矛盾 "是 推理 中 产生 的 一 种 错误 ,是 主 
观 造 成 的 ,是 应 该 防止 的 . 前 者 为 “自然 矛盾 "或 “客观 矛盾 ”, 后 
者 为 “逻辑 允 盾 "或 “语言 矛盾 "“ 了 矛盾 论 " 即 是 在 “自然 矛盾 ”( 矛 
盾 统 一 律 ) 观 点 下 发 展 起 来 的 一 个 研究 “一 分 为 二 "的 辩证 逻辑 
分 支 . 

量变 质变 律 ” 即 量变 能 产生 质变 的 定律 . 这 就 是 世界 上 存在 
的 一 种 “突变 "现象 . 按 突变 论 的 说 法 ， 突 变 "是 表现 事物 形态 的 
参数 达到 某 种 临界 值 时 所 产生 的 事物 形态 急剧 改变 的 现象 . 从 逻 
辑 学 观点 来 看 , 则 说 构成 事物 的 因素 产生 了 变化 , 当 这 种 变化 随 
着 时 间 积 累 , 达 到 一 定 “ 阀 值 " 时 ,事物 便 产 生 一 种 飞跃, 形成 质 的 
改变 . 

不 过 ,如 果 把 事物 因素 的 量变 积累 统一 作为 ^ 央 ” ,把 突然 的 
质变 现象 作为 “ 果 " 来 看 ,量变 质变 规律 也 可 说 是 属于 形式 逻辑 
的 . 尽管 这 里 “ 因 " 与 “ 果 ” 间 的 过 程 十 分 短暂 ,但 它 在 我 们 思维 
中 ,其 推理 过 程 仍然 存在 . 所 以 综合 各 种 思考 认为 ,量变 质变 律 属 
于 辩证 逻辑 规律 . 

此 外 , 黑 格 尔 的 “否定 之 否定 " 律 也 是 属于 量变 质变 律 的 . 

相似 律 ” 相 似 也 是 客观 世界 (大 自然 ) 中 广 为 存 在 的 一 种 结 
构 规 律 ,不 仅 有 横向 结构 上 的 相似 ,也 有 纵深 层次 上 的 相似 ;不 仅 
有 有 形 事物 上 的 相似 ,也 有 无 形 事务 上 的 相似 ,甚至 现象 与 本 质 
之 间 也 有 相似 . 比如 ,初等 几何 上 的 “相似 " 系 指 几 何 空间 的 (横向 
的 或 纵深 的 ) 相 似 ; 诸 言 上 的 “比喻 " 系 指 事物 或 事务 间 的 相似 . 特 
别 地 ,分 形 理论 所 揭示 的 也 是 事物 或 事务 间 纵 深层 次 的 相似 特 
征 , 且 是 一 种 普遍 规律 . 

总 之 ,相似 律 包括 分 形 律 ,内 为 它 是 广泛 的 、 大 自然 的 一 种 结 
构 规 律 . 
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三 、 辩 证 逻辑 的 本 质 与 特征 


上 述 现象 亦 表明 ,体现 辩证 逻辑 本 质 的 背景 空间 是 包含 和 超 
出 形式 逻辑 背景 空间 的 . 辩证 逻辑 是 高 于 形式 逻辑 ,指导 形式 逻 
辑 的 . 

已 知 形式 逻辑 是 一 般 的 思维 ,但 要 使 思维 更 有 质量 、 更 能 符 
合 客观 规律 更 能 揭示 客观 世界 的 本 质 ,那么 就 要 接受 辨证 法 的 
指导 ,树立 辩证 观点 是 十 分 重要 的 . 换 句 话说 ,思维 推理 的 前 提 条 
件 和 概念 来 自 客观 世界 ,这 时 “概念 "来 自 事物 却 是 脱离 了 事物 
(或 高 于 事物 ) 的 ,因此 可 能 失真 甚至 产生 焉 曲 . 那么 ,辩证 逻辑 或 
说 辩证 法 , 则 在 这 方面 帮助 思维 或 指导 思维 , 它 告 诉 我 们 在 思维 
过 程 中 ,要 注意 客观 事物 的 结构 是 系统 的 ,有 普遍 规律 的 . 

辩证 逻辑 的 发 展 是 非常 缓慢 的 . 辩证 逻辑 学 形成 以 来 ,已 傅 
百年 , 却 一 直 未 能 成 为 一 门 正式 的 基础 学 科 , 更 谈 不 上 发 展 成 学 
科 体 系 . 原因 自然 很 多 ,但 归根 结 底 可 能 是 辩证 逻辑 涉及 的 背景 
空间 超过 了 形式 逻辑 背景 空间 ,以 致 引起 认识 差异 和 困难 . 因 它 
不 仅 超越 了 X( 物质 宇宙 ) ,也 超越 了 X" (对 偶 空间 ) ,这 就 变 得 太 
抽象 . 特别 因为 这 个 事件 产生 在 自然 科学 中 兴 时 期 ,自然 科学 在 
整个 科学 中 占据 统治 地 位 ,甚至 可 说 形成 了 “自然 科学 主义 ” 在 
当时 不 要 说 对 超越 (X,X" ) (完全 空间 ) 的 世界 进行 研究 ,就 连 承 
认 它 也 是 很 艰难 的 ,因此 在 这 种 状态 下 形成 了 两 大 特点 :中 在 辩 
证 逻辑 研究 方向 上 , 仅 重 于 (X,X* ) 上 的 研究 , 它 回 避 了 对 超越 
(了 ,三 ) 的 领域 的 探讨 ;@ 在 辩证 逻辑 学 概念 的 研究 中 ,产生 了 哲 
学 上 有 史 以 来 最 为 历 害 的 争论 ,这 就 是 唯心 论 与 唯物 论 的 争论 ， 
甚至 上 升 为 世界 性 政体 上 两 大 阵营 的 斗争 . 

正 因为 对 辩证 逻辑 的 基本 观点 、 概 念 范畴 等 基本 问题 难以 统 
一 ,不 具备 形成 自己 的 形式 化 系统 的 条 件 ,因而 难以 运用 现代 研 
究 手段 去 发 展 它 ,从 而 使 得 辩证 逻辑 发 展 很 慢 . 
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8$6 ”数学 逻辑 


尽管 在 数学 哲学 中 曾 有 过 数学 与 数理 逻辑 间 隶 属 关 系 争论 ， 
但 今天 看 来 ,数学 的 范畴 至 少 要 包含 数理 逻辑 ,而 数学 的 背景 空 
间 、 数 学 与 所 有 逻辑 学 科 的 关系 也 是 应 该 研究 的 . 

关于 数学 和 哲学 (特别 是 逻辑 学 ) ,它们 的 关系 最 为 密切 ,从 
历史 的 事实 ,到 现代 的 事实 ,数学 对 逻辑 学 的 贡献 都 是 令 人 注目 
的 . 它 不 仅 有 作为 主体 学 科 的 数理 逻辑 ,而 且 还 推广 发展、 派生 
出 了 一 系列 分 支 逻 辑 学 科 , 诸 如 "中介 数 学 "“ 制 约 逻 辑 "、“ 辩 证 
数理 逻辑 "等 等 有 的 数学 家 认为 ,整个 数学 体系 本 身 就 是 一 门 特 
别 的 逻辑 科学 , 它 是 一 门 特 殊 的 无 限 逻 辑 系统 . 正 是 有 这 些 , 人 们 
说 :“ 数 学 是 训练 思维 的 体操 . ” 

本 节 我 们 希望 对 数学 逻辑 进行 粗略 的 认识 . 数学 哲学 近 些 年 
在 我 国 也 很 活跃 ,因为 这 是 一 个 宏大 的 理论 问题 ,我 们 只 能 粗浅 
介绍 一 下 . 


一 \ 数 学 具有 逻辑 学 的 基本 特征 


有 人 说 数学 是 训练 逻辑 思维 的 绝 好 教材 . 思维 规律 的 逻辑 
学 ,包括 辩证 逻辑 ,以 "概念 化 "作为 基本 特征 ,如 果 说 现代 逻辑 已 
在 概念 的 基础 上 进展 到 了 符号 化 乃至 形式 化 ,那么 数学 各 个 分 支 
也 完全 地 具备 了 这 一 概念 化 、 符 号 化 、 形 式 化 特征 . 

逻辑 学 可 理解 为 “对 客观 世界 进行 抽象 认识 ,然后 再 返回 去 
认识 “抽象 "的 客观 世界 "的 学 科 ,那么 ,数学 也 正 是 这 样 . 

关于 逻辑 学 可 理解 为 有 狭义 的 和 广义 的 两 种 ,前 者 是 从 客观 
世界 提升 成 一 套 有 限 系 统 ,进行 封闭 运算 ,后 者 则 是 一 种 无 限 系 
统 ( 无 限 多 公理 概念 ) ,既然 无 限 , 即 不 能 呈 列 出 来 , 却 也 是 有 效 
的 ,可 以 说 数理 逻辑 已 在 走 这 条 路 . 
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二 \ 数 学 具备 的 独 有 特征 


第 二 章 我 们 已 经 谈 及 数学 的 特征 ,这 里 从 逻辑 学 方面 去 讨 
论 . 针对 逻辑 学 的 有 限 形式 ,数学 本 身 却 是 个 无 限 形式 系统 . 我 们 
抽象 地 (不 必 实 际 地 ) 把 数学 所 有 分 支 (包括 过 去 、 现 在 和 将 来 可 
能 产生 ) 的 全 部 概念 集 \、 符 号 集 \、 公 式 集运 算 推 理 规则 集 ,一 并 归 
成 一 个 大 的 形式 系统 ,因为 人 类 世界 是 进步 的 ,人 们 对 客观 世界 
的 认识 是 发 展 的 ,因此 数学 科学 也 不 会 止步 ,数学 本 身 是 无 限 形 
式 系统 . 针对 数学 的 无 限 形式 具有 两 个 特点 : 

(1) 数 学 的 新 理论 ,概念 符号、 公式 等 还 在 产生 ,几乎 每 一 门 
学 科 中 概念 符号 、 运 算 等 等 ,遍布 于 学 科 整 个 内 容 , 难 以 罗列 出 
来 (只 有 已 经 公理 系统 化 了 的 诸如 几何 学 数理 逻辑 学 某 些 分 支 
等 少数 学 科 容 易 罗 列 出 来 ). 特别 因为 一 般 学 科 尚 未 最 后 成 熟 , 随 
着 它 的 发 展 ,还 在 不 断 产生 着 新 的 概念 、 符 号、 公式 等 ,所 以 从 这 
一 意义 讲 , 数 学 是 个 无 限 形式 系统 . 

(2) 数 学 的 分 支 还 在 不 断 创立 ,数学 学 科 内 容 还 在 不 断 增 多 ， 
因此 其 学 科 集 (包括 尚未 创立 的 学 科 ) 难 以 罗列 出 来 ,因为 未 创立 
的 学 科 , 也 将 有 它 独立 于 已 有 学 科 的 系统 ,仍然 是 表征 整个 数学 
世界 的 成 分 ,从 这 一 角度 说 数学 也 是 个 无 限 形式 系统 . 

20 世纪 30 年 代 , 数 理 逻 辑 已 经 认识 到 了 ,要 表征 数学 至 少 有 
无 限 的 形式 系统 才 行 ,为 此 数理 逻辑 (比如 递归 论 ) 已 创造 了 无 限 
递归 、 超 穷 归纳 法 等 ,但 人 们 并 不 如 愿 ,那么 ,这 里 我 们 则 把 数学 
的 过 去 、 现 在 与 “未 来 " 的 一 切 形式 作 抽象 地 汇总 ,自然 应 该 是 最 
准确 的 .最 简便 的 , 当然 也 是 不 可 罗列 出 来 的 ,不 可 操作 的 ,但 体 
现 了 我 们 的 意图 . 

数学 不 仅 含有 现代 形式 逻辑 的 特征 ,也 有 普通 形式 逻辑 和 辩 
证 逻辑 的 特征 . 

因为 数学 广 含 现代 形式 逻辑 特征 ,因此 被 误 认 为 它 仅仅 属于 
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现代 形式 逻辑 ,因此 ,这 里 将 表明 , 它 不 止 于 此 . 比如 还 含有 传统 
(普通 ) 形 式 逻 辑 的 特征 和 辩证 逻辑 的 特征 . 

(1) 数 学 推理 中 的 普通 形式 逻辑 世界 著名 数学 教育 家 波 利 
亚 推崇 的 “ 合 情 推 理 " 中 即 包含 有 白话 语言 的 直观 理解 ,显然 它 属 
于 普通 形式 逻辑 ,即使 考虑 到 它 有 时 也 有 “ 半 定 量 ” 性 ,最 多 只 能 
算是 类 符号 逻辑 的 而 非 数理 逻辑 的 . 

(2) 数 学 中 的 辩证 逻辑 特征 表现 

例 (1-3-3) 极限 概念 ,比如 Ye >0, 36 >0， 
31x-xol <6 时 , 必 有 If(x) -Al <z, 则 叫 f(x) 当 x 一 xo 时 的 极 
限 为 4, 把 这 一 过 程 记 为 limf(*) = 4. 这 里 充分 体现 了 量变 到 质 
变 的 规律 ,是 辩证 逻辑 的 . 

同 理 , 当 y = f(x) 在 x 处 光滑 时 ,显然 增 量 Ay 与 Ax 将 同时 


缩小 至 0, 却 可 能 有 lim AY = y',x。 #0, 类 似 这 样 几 有 极限 的 地 广 
都 体现 出 量变 质变 的 辩证 逻辑 特征 . 
例 (1 -3 -4) 高 隆昌 文章 "一 类 交通 安全 与 经 济 效 益 模 型 ” 
( 载 (系统 工程 91 增刊 ) 中 有 这 样 一 个 模型 
F(X,t) = A(X (1)) +a)X() 
( oA jn -6) +e 


1 +A 
其 中 G = 太 (&O2(D)de[0,1],g(z (0 ) 为 第 i 个 不 安 
全 因子 ,X = 入 +X' = 生产 投入 + 安全 投入 ,其 他 符号 自明 . 显 
然 g; 在 [0,1] 上 量变 到 1 时 将 使 下 产生 质变 . 
又 如 ,我 们 在 Ecological Modelling ,84(1996) ,11 ~27 大 熊猫 
与 箭 竹 的 生态 规律 的 数学 模型 中 ,也 体现 了 这 类 量变 到 质变 的 辩 
证 逻辑 特征 . 
例 (1 -3 -5) 线性 空间 的 “对 偶 空间 "六 与 原 空间 了 所 构 
成 的 完全 空间 (V,V"* ) 即 是 一 个 对 立 统一 系统 ,特别 完全 空间 中 


60 


提出 的 二 象 互 胀 模型 更 是 数学 表征 客观 事物 “对 立 统一 律 " 的 典 
型 一 例 . 

至 于 相似 律 ,在 数学 中 从 古典 到 现代 ,从 初等 到 高 等 ,都 广 为 
存在 的 相似 性 研究 内 容 , 比如 从 傅 里 叶 级 数 到 调和 分 析 ,都 广 为 
存在 相似 性 . 特别 地 ,已 谈 到 的 “分形 几何 学 "这 一 创 自 20 世纪 70 
年 代 的 数学 分 支 , 更 是 专门 揭示 客观 世界 相似 结构 的 . 

总 之 ,不 可 否认 ,数学 中 特别 是 现代 数学 中 也 有 丰富 的 辩证 
逻辑 特征 ,只 是 由 于 辩证 逻辑 的 范畴 和 背景 空间 尚未 明晰 , 而 数 
学 的 边际 也 未 清楚 ,所 以 辩证 逻辑 与 数学 间 的 包含 关系 目前 尚 无 
法 得 知 . 


三 、 数 学 逻辑 的 概念 界定 


以 数学 现 有 的 和 将 有 的 各 分 支 学 科 中 已 有 的 和 将 有 的 概念 
集 、 符 号 集 \、 公 式 集 、 规 则 集 、 运 算 集 ,这 样 每 一 集 都 是 无 限 集 的 总 
体 无 限 集 ,所 形成 的 一 个 无 限 的 形式 系统 叫做 数学 逻辑 . 它 针对 
其 背景 空间 ,经 概念 化 抽象 成 模型 和 问题 ,然后 用 广义 的 数理 逻 
辑 或 说 “类 ”数理 逻辑 的 手段 ,探索 更 为 广泛 的 客观 世界 规律 ,而 
不 是 像 数 理 逻 辑 那 样 ,探索 的 只 是 数学 的 内 在 基础 ( 纯 数理 逻辑 
推出 的 数学 内 容 部 分 ). 

总 之 ,数学 逻辑 就 是 数学 本 身 ,其 意义 仅 在 于 ,有 了 数学 逻辑 
的 概念 以 及 它 与 形式 逻辑 辩证 逻辑 的 关系 认识 ,以 后 找 “ 数 学 的 
逻辑 范畴 "就 方便 了 . 


\ 几 种 主要 逻辑 范畴 间 的 关系 认识 


至 此 已 就 主要 的 逻辑 体系 作 了 简 述 ,现在 综合 起 来 看 看 它们 
的 概念 之 间 包 含 关系 或 说 它们 的 范畴 间 包 含 关系 . 
我 们 将 辩证 逻辑 范畴 、 形 式 逻 辑 范 畴 、 数 学 逻辑 范畴 、 现 代 形 


式 逻 辑 范畴 数理 逻辑 范畴 的 关系 ,用 高 隆昌 先生 所 给 出 的 剖 视 


6] 


图 展现 出 来 , 见 图 1 -3 -5, 以 此 来 作为 本 节 的 结束 。 


图 1-3-5 


$7 数学 美 与 数学 思维 


一 、 美 的 表现 


数学 美 自古 以 来 就 吸引 着 人 们 的 注意 力 . 古 希 腊 的 学 者 认为 
球形 是 最 完美 的 形体 ; 毕 达 哥 拉 斯 发 现 了 勾 股 定理 ,他 认为 直角 
三 角形 具有 这 种 简明 、 和 谐 的 关系 美 ; 爱 因 斯 坦 12 岁 时 ,得 到 了 
一 本 欧 几 里 得 几何 教科 书 , 它 的 严谨 、 明 澈 和 准确 ,给 爱 因 斯 坦 留 
下 了 不 可 泥 灭 的 印象 ;罗素 11 岁 学 习 欧 几 里 得 几何 ,感到 这 是 他 
一 生 中 的 一 件 大 事 , 他 像 初恋 一 样 地 入 了 迷 , 认 为 它 是 世界 上 最 
有 趣 的 东西 ; 明 万 历 二 十 八 年 (公元 1600 年 )《 几 何 原本 》 传 人 我 
国 , 徐 光 肩 见 到 后 将 其 推崇 为 度数 之 宗 .“ 数 学 美 比 比 皆 是 ,正如 


62 


人 们 常 说 的 :“ 哪 里 有 数 ,哪里 就 有 美 . "数学 美 不 同 于 自然 美 或 艺 
术 美 . 正如 英国 数理 哲学 家 罗素 所 说 :“ 数 学 ,如 果 正 确 地 看 它 ,不 
但 拥有 真理 ,而 且 也 有 至 高 的 美 , 正 像 雕 刻 的 美 ,是 一 种 冷峻 而 严 
格 的 美 ,这 种 美 不 是 投 合 我 们 天 性 的 微弱 的 方面 ,这 种 美 没 有 绘 
画 或 音乐 那些 华丽 的 装饰 , 它 可 以 纯净 到 崇高 的 地 步 ,能 够 达到 
严格 的 只 有 伟大 的 艺术 家 才能 显示 的 那 种 完美 的 境地 .” 可见 数 
学 美 是 一 种 理性 的 美 抽 象形 式 的 美 . 没有 一 定数 学 素养 的 人 ,不 
可 能 感受 数学 美 ,更 不 能 发 现 数学 美 , 因 为 他 们 就 根本 不 能 理解 
数学 研究 领域 中 何以 为 美 . 


二 \ 数 学 美感 的 要 素 


数学 美的 主要 特征 有 简单 性 对称 性 、 统 一 性 和 奇异 性 ,它们 
都 是 数学 美感 的 要 素 . 

1. 简单 性 

真理 往往 是 简单 明晰 的 ,这 一 点 在 数学 中 表现 得 极为 突出 ， 
三 条 直线 Alx+Biy+C) = 0,A,x+B,y+C,= 0,Ax+By 1+C;= 
0 共 点 的 条 件 是 : 


A! B 
A, B, C|=0; 
4, B; C3 


点 (xi ,yi ) 到 直线 x cos a +ysina -p = 0 的 距离 是 : 
d = cosa +Yisinat —p. 

这 些 结论 都 具有 极其 简明 的 形式 . 

勾 股 定理 o = o + 刀 , 这 一 简单 而 整齐 的 形式 ,表达 了 一 切 
直角 三 角形 边 长 之 间 的 关系 . 

指数 式 e” = cosx + isinx, 被 人 们 认为 是 一 个 非常 优美 的 公 
式 . 原因 在 于 ,指数 函数 与 三 角 函 数 在 实数 域 中 看 不 出 任何 联系 ， 
而 在 复数 域 中 却 发 现 了 它们 可 以 互相 转化 ,并 且 是 被 一 个 非常 简 
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单 的 关系 式 联系 在 一 起 . 

表面 上 看 来 复杂 得 使 人 眼花 绑 乱 的 对 象 ,一 旦 理 出 了 头绪 ， 
却 显 得 异常 的 简明 ,从 而 会 唤起 理性 上 的 美感 . 

2. 对 称 性 

形体 的 对 称 性 ,在 自然 界 中 处 处 可 见 . 树叶 以 其 主 叶 脉 为 对 
称 轴 ; 花 瓣 的 分 布 各 向 均匀 ;蜂巢 、 蛛 网 呈正 多 边 形 ;人 体 也 是 左 
右 对 称 的 等 . 

人 们 欣赏 对 称 的 美 ,对 称 也 给 人 类 生活 带 来 方便 . 例如 ,器 
物 、 房 屋 、 庭 院 都 讲究 对 称 . 

解析 几何 中 ,方程 p = asin36 与 p = acos36,n = asin26 与 
p = acos28 所 表示 的 曲线 ,人 们 分 别 冠 以 三 叶 玫 瑰 、 四 叶 玫 瑰 的 
美称 . 

对 称 不 仅 表现 在 几何 图 形 上 ,在 数学 表达 式 中 也 大 量 存在 . 
二 项 式 展开 的 系数 具有 对 称 性 ; 三 角形 中 的 恒等式 、 不 等 式 也 具 
有 对 称 性 . 

一 般 地 , 设 集合 有 MM 有 一 个 到 自身 的 变换 f,M 的 元 素 之 间 定 义 
了 某 种 关系 " * ”,a、be M 在 变换 f 之 下 的 像 是 a'、b' eM. 如 果 a、 
b 之 间 具 有 关系 ”*”, 则 a' 与 b' 之 间 仍 保持 关系 ”*”, 即 a'* b”， 
就 称 变换 /是 集 W 关于 关系 " * "的 一 个 自 同 构 对 应 . 

设 W 是 一 个 给 定 的 集合 ,已 是 M 的 一 个 子 集 ,如 果 M 有 一 个 
自 同 构 对 应 了 ,使 得 对 P 的 任 一 元 素 *x, 仍 有 _/(x) eP, 则 称 集合 P 
是 对 称 的 . 

反射 \ 旋 转 、 平 移 都 是 自 同 构 对 应 ,把 它们 都 记 为 f, 如 果 和 集合 
P 的 任 一 元 素 x, 都 有 f(x) eP, 则 P 在 反射 ,旋转 平移 下 是 对 
称 的 . 

多 项 式 的 对 称 性 可 以 用 置换 来 刻画 . 例如 , 多项式 0(x) = 


-人 _ 
下 ++ + 有 0, 置换 /= 人 3 4 2 1] 将 0(z) 变 为 自身 其 实 ， 
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置换 /的 第 二 行 可 以 取 成 1.2、3、4 的 任 一 排列 ,这 样 的 置换 共有 
24 个 ,它们 刻画 了 Q(x) 的 对 称 性 . 多 项 式 G(x) = x +2%x, + + 


1234 /123 4 /1234 
Te 
[ee 


3 4 1 2 
称 性 . 

对 称 性 可 以 更 广义 地 解释 为 某 种 相应 性 . 例如 , 乘 与 除 、 微 分 
与 积分 都 是 如 此 . 再 如 ,在 一 定 条 件 下 ,有 一 个 关于 极 大 值 的 命 
题 , 相 应 地 就 有 一 个 关于 极 小 值 的 命题 “如 果 三 角形 的 面积 一 
定 , 则 当 这 个 三 角形 是 正三 角形 时 周 长 最 小 ”是 相应 的 命题 . 

3. 统一 性 

数学 美的 统一 性 ,是 指数 学 中 部 分 与 部 分 、 部 分 与 整体 之 间 
的 和 谐 一 致 . 

数 与 形 本 是 数学 研究 的 两 个 独立 的 对 象 ,对 它们 的 研究 ,分 
别 构成 了 代数 与 几何 . 然而 通过 坐标 系 的 建立 ,使 点 与 数 建立 了 
对 应 ,从 而 把 代数 研究 的 对 象 与 几何 研究 的 对 象 一 一 方程 与 曲线 
联系 了 起 来 ,实现 了 统一 . 

数学 研究 的 内 容 浩 如 烟 海 ,而 依 布尔 巴 基 学 派 的 观点 来 看 ， 
可 以 统一 为 代数 结构 序 结 构 和 拓扑 结构 ,这 点 已 在 第 二 章 中 令 
述 过 了 . 

欧 氏 几何 内 容 繁多 错综复杂、 变化 无 穷 ,然而 却 可 以 统一 在 
五 组 公理 之 下 . 

从 数学 发 展 的 规律 来 看 ,数学 的 发 展 ,将 日 益 证 明 数 学 的 统 
一 性 . 为 了 使 庞大 的 数学 体系 变 得 简单 而 精确 ,数学 家 们 经 常 依 
据 数 学 各 领域 的 共性 ,提出 统一 数学 各 部 分 的 新 观点 、 新 理论 . 算 
子 理论 、 群 论 , 拓 扑 理论 都 是 相应 的 许多 具体 数学 内 容 统 一 的 结 
果 . 公理 化 方法 、 结 构思 想 就 是 从 统一 性 目标 出 发 而 提出 的 建立 
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) 之 下 都 是 不 变 的 这 四 个 置换 刻画 了 G(x) 的 对 


数学 体系 的 方法 . 

4. 奇异 性 

奇异 性 是 指 结论 的 新 颖 奇 巧 、 出 乎 意料 ,往往 引起 思想 上 的 
震动 . 例如 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 “ 认 为 整个 的 天 是 一 个 和 谐 ,一 个 数 
目 ”,“ 认 为 十 这 个 数 自 是 一 个 完美 的 数目 ”"(《 古 希腊 罗马 哲学 》， 
三 联 书店 ). 这 时 所 认识 的 数 是 自然 数 ` 有 理 数 ,认为 有 了 这 些 数 
就 足以 表达 一 切 量 , 除 此 以 外 再 无 别 的 数 . 从 而 认为 “ 数 " 是 “和 谐 
的 ” ,是 万 物 的 “ 始 基 ”. 不 可 公 度 量 一 一 无 理 数 的 发 现 ,在 当时 无 
疑 是 一 个 奇异 的 结果 ,引起 了 人 们 极 大 的 慌 铠 ,后 人 称 之 为 第 一 
次 数学 危机 

在 欧 几 里 得 几何 占 统治 地 位 的 时 代 , 非 欧 几何 的 思想 是 奇异 
而 荒诞 的 思想 . 虽然 德国 数学 家 高 斯 在 1816 年 左右 就 具有 非 欧 
几何 的 思想 ,但 像 他 这 样 的 大 数学 家 ,在 当时 也 不 敢 公 开 这 种 奇 
异 的 想法 ,担心 “黄蜂 会 围绕 着 他 的 耳 朱 飞 ”. 1826 年 俄国 数学 家 
罗 巴 切 夫 斯 基 才 第 一 个 公开 地 提出 了 非 欧 几何 的 理论 . 

奇异 所 造成 的 并 不 总 是 消极 的 影响 ,恰好 相反 ,在 它们 中 间 
常常 孕育 着 新 的 巨大 发 展 的 可 能 性 
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第 四 章 ”公理 化 


说 起 数学 ,人 们 往往 都 认为 数学 的 可 靠 性 严谨 性 ,是 因为 数 
学 的 逻辑 性 . 的 确 ,数学 科学 具有 逻辑 性 ,拥有 一 套 逻 辑 体系 一 一 
形式 逻辑 符号 等 . 但 其 他 学 科 ( 包 括 思辩 学科) 也 具有 各 自 的 学 科 
逻辑 . 不 同 之 处 在 于 ,数学 的 严谨 性 、 可 靠 性 不 仅仅 在 于 其 逻辑 性 
一 个 方面 ,而 且 还 存在 一 整套 保证 逻辑 顺序 实施 的 手段 一 一 公理 
化 体系 . 


一 \ 数 学 需要 公理 化 


古 希腊 时 期 引起 一 场 数学 危机 . 原因 是 : 毕 达 哥 拉 斯 提出 宇 
宙 万 物 都 是 整数 ,但 不 可 公 度 量 的 出 现 , 重 撞 了 毕 氏 理论 . 因为 两 
条 等 直角 边 的 直角 三 角形 的 斜 边 长 就 是 整数 不 可 公 度 的 线段 ,不 
可 公 度 量 的 出 现 引 起 了 数学 第 一 次 危机 . 这 一 次 数学 危机 后 ,人 
们 反思 : 单 赁 直观 、 经 验 不 可 靠 . 数学 需要 公理 化 . 

数学 被 认为 是 研究 现实 世界 的 空间 形式 和 数量 关系 的 ,而 现 
代数 学 就 是 各 种 量 之 间 可 能 的 ,一 般 说 是 各 种 变化 着 的 量 的 关系 
和 相互 联系 的 数学 . 很 明确 ,数学 不 仅 研究 包括 现实 世界 的 各 种 
空间 形式 和 量 的 关系 ,而 且 包 括 一 切 可 能 的 空间 形式 和 数量 关 


系 . 针对 这 些 关 系 结构 只 有 证 明 其 真实 性 , 才 具 有 可 信 性 . 而 证 明 . 


需要 采用 人 逻辑 推理 方法 ; 逻辑 推理 需要 大 前 提 . 若 每 步 都 需要 有 
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-济济 才 漠 言 . 


-此 


re PT 下 | 且 


个 大 前 提 , 那 么 出 现 了 最 初始 的 那个 大 前 提 该 如 何 办 的 问题 . 同 
样 ,概念 的 定义 必然 也 有 这 种 情形 , 出现 了 原始 概念 无 法 定义 的 
问题 . 因此 我 们 需要 建立 一 门 科学 的 严格 的 理论 体系 . 也 就 是 说 
让 该 门 学 科 的 某 些 概念 及 其 有 关 的 某 些 关系 作为 不 加 定义 的 原 
始 概念 与 公设 或 公理 ,以 保证 以 后 的 全 部 概念 与 性 质 由 这 些 原 始 
概念 公设、 公理 理论 基础 上 定义 与 逻辑 演绎 出 来 . 我 们 把 这 种 从 
一 组 原始 概念 、 公 设 、 公 理 出 发 ,运用 逻辑 原则 ,建立 科学 体系 的 
方法 叫 公 理化 方法 . 从 数学 发 展 的 历史 可 知 ,数学 是 需要 公理 化 
方法 的 . 


二 、 关 于 公理 化 


所 谓 公理 化 思想 ,并 不 要 求 建立 严格 的 公理 化 系统 ,只 要 我 
们 能 在 分 析 实 际 问题 时 , 赁 着 需要 随时 能 想到 建立 数学 模型 、 作 
形式 化 处 理 ,随时 想到 公理 化 方法 ,以 使 模型 变 得 严格 . 这 种 意义 
下 ,公理 化 思想 就 是 公理 化 方法 . 

欧 几 里 得 原本》 是 第 一 个 企图 用 这 种 公理 方法 构建 理论 体 
系 的 著作 . 在 他 的 几何 原本 中 就 是 用 公理 化 对 当时 数学 知识 化 、 
系统 化 的 总 结 . 在 全 书 13 卷 中 ,包括 5 个 公理 ,5 个 公设 、119 个 定 
义 、465 条 命题 等 . 

1. 定义 中 的 公理 化 方法 

大 家 会 注意 到 ,数学 的 形式 系统 中 所 用 到 的 定义 ,其 叙述 方 
式 都 是 公理 化 的 . 例如 一 般 拓 扑 空间 定义 . 

记 导 为 一 个 集合 ,rC2“( 开 的 寡 集 ) , 若 满 足 : 

(1)X .Der; 

(2) 任 意 有 限 个 4， <s7, 皆 有 m4ieTi 

(3) 任 意 多 个 4, er, 皆 有 NA; ET. 
则 叫做 于 的 拓扑 , 叫 瑟 以 为 拓扑 的 一 般 拓 扑 空间 ,也 叫做 点 
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集 拓扑 空间 ,简称 拓扑 空间 , 记 为 (X,7). 

这 里 (1)(2) (3) 即 是 其 公理 . 特别 地 ,根据 “公理 就 是 约定 、 
声明 、 限 定 ” 的 含义 ,第 一 句 中 “ 记 XX 为 一 个 集合 ”和 “re2*” 也 都 
是 公理 . 

凡是 公理 化 定义 都 可 作为 形式 化 系统 的 严格 依据 . 事实 上 ， 
一 般 拓扑 学 正 是 建立 在 这 一 定义 上 的 ,因此 这 类 定义 的 确 具 有 公 
理化 特征 ,叫做 公理 化 定义 . 

与 公理 化 定义 对 偶 的 另 一 类 定义 叫做 描述 性 定义 . 它 不 具有 
形式 化 系统 的 严格 化 ,比如 对 "数学 "本 身 的 定义 即 是 这 类 描述 性 
定义 ,可 以 发 现 社会 科学 中 还 广泛 存在 描述 性 定义 . 

2. 数学 理论 中 的 定理 、 命 题 叙述 都 具有 公理 化 形式 

从 广义 上 讲 , 数 学 中 一 般 定 理 都 是 一 些 公理 化 形式 系统 . 它 
们 的 条 件 即 是 其 公理 ,甚至 因为 定理 (相对 于 它 的 结构 ) 是 个 完备 
系统 ,其 条 件 ( 公 理 ) 也 自然 满足 协调 性 、 独 立 性 ,因此 还 可 说 定理 
中 的 条 件 ( 公 理 ) 是 个 公理 系统 . 从 而 也 说 一 个 定理 是 个 完备 的 形 
式 系 统 . 例如 微分 中 值 定理 ( 拉 格 朗 日 型 ). 

若 哨 数 作 x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 , 且 在 开 区 间 (a,4b) 内 可 
导 , 则 在 (a,b) 内 至 少 存在 一 点 &(a <& <5b) 使 等 式 f(5) -f(a) = 
(8) (6 一 a) 成 立 . 

这 里 的 两 个 条 件 就 是 该 形式 系统 的 公理 . 由 于 这 里 结论 是 能 
严格 证 明 的 ,所 以 说 这 个 建立 在 两 个 公理 上 的 形式 系统 是 完备 
的 ,从 而 所 依赖 的 公理 也 构成 公理 系统 . 不 过 严格 地 说 ,其 中 的 符 
号 也 应 该 作 独 立地 约定 ,因此 也 应 该 属于 公理 ， 与 所 指出 的 两 个 
公理 一 起 才 构 成 公理 系统 . 

该 定理 还 可 叙述 成 更 加 符号 化 的 形式 : 若 f(x) e C"[a,b], 且 
在 (a,b) 内 可 导 , 寺 3 e(a,b) 3f(b) -f(a) = (8)(b-a). 符 
号 自明 . 
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3. 一 般 的 数学 模型 叙述 都 是 公理 化 形式 的 

这 里 以 经 济 学 上 数学 模型 为 例 . 

例 (1 -4-1) ”经济 学 上 有 名 的 C-D 生产 函数 为 ; 

Q = AK°1S, a+B =1 

式 中 

0 一 一 生产 量 ; 

上 一 一 投入 要 素 之 一 :资金 ; 

/一 一 投入 要 素 之 二 :劳动 ; 

4 一 一 调节 系数 ,表示 科技 进步 等 管理 因素 对 生产 的 作用 |. 

显然 ,从 公理 化 意义 上 讲 , 各 符号 解释 和 两 个 等 式 都 是 公理 ， 
它们 共同 形成 一 个 形式 系统 ,也 就 是 一 个 数学 模型 . 

4. 广义 地 说 ,一 切 数学 学 科 都 是 公理 化 的 

因为 一 切 数 学 学 科 都 是 由 公理 化 的 定义 、 公 理化 形式 的 定 
理 、 命 题 和 随时 需要 而 引入 的 新 概念 以 及 新 的 符号 、 约 定 、 限 制 
等 ,再 加 上 推理 过 程 而 成 的 形式 系统 ,因此 可 说 成 是 建立 在 一 系 
列 的 公理 基础 上 的 ,所 以 说 就 是 公理 化 的 . 但 若 这 一 系列 公理 不 
能 事前 一 次 给 定 , 则 很 难 论证 它们 间 的 协调 、 独 立 和 完备 性 ,所 以 
不 能 轻易 说 它们 是 (严格 意义 上 的 ) 公 理 系统 ,而 只 能 说 是 “公理 
化 ”的 . 

这 里 还 应 该 看 到 ,在 数学 中 本 质 上 任何 一 个 定理 都 是 由 该 学 
科 中 有 关 定 义 产 生 的 结果 , 换 句 话说 ,数学 中 任何 一 个 定理 (或 命 
题 ) 都 可 经 由 有 关 定 义 推出 ,只 是 往往 来 得 比较 笨 ( 繁琐、 不 经 济 ) 
婴 了 . 当 能 借用 别 的 定理 而 获得 结论 时 ,往往 比 直接 从 定义 出 发 
更 省 事 . 例如 , 若 由 定义 1 推出 了 定理 1, 定理 1 推出 了 定理 2,…， 
定理 n -1 能 推出 定理 nn, 这 时 如 让 我 们 证 明定 理 n, 则 谁 都 知道 
直接 用 定理 nn -1, 而 不 必 从 定义 1 证 起 ,其 中 任 一 个 定理 本 质 上 
都 是 定义 1 产生 的 . 当然 这 只 是 一 种 “特征 化 ”了 的 叙述 ,事实 上 
理论 过 程 是 错综复杂 的 ,上 述 实质 并 非 一 眼 能 看 穿 . 如 图 1 -4 -1 
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定义 定理 ”公理 
(图 乙 ) 


图 1 -4-1 


图 甲 .图 乙 分 别 表述 公理 系统 和 一 般 形 式 下 的 理论 系统 . 

5. 公理 化 方法 的 逻辑 特征 

公理 化 方法 的 作用 在 于 从 一 组 公理 出 发 , 以 逻辑 推理 为 工 
具 , 把 某 一 范围 系统 内 的 真 命题 推演 出 来 ,从 而 使 系统 成 为 演绎 
体系 ,对 于 所 选 公理 ,一 方面 要 求 能 从 公理 组 推出 该 系统 内 的 全 
部 真 命题 ; 另 一 方面 又 要 求 从 公理 组 不 能 推出 逻辑 矛盾 ;再 就 是 
希望 所 选 公理 个 数 最 少 . 这 三 个 方面 构成 了 公理 化 方法 的 逻辑 要 
求 ,此 也 是 判别 一 个 公理 系统 是 否 科学 合理 的 准则 . 

(1) 无 矛盾 性 ( 相 容 性 或 协调 性 ) ”无 矛盾 性 要 求 在 一 个 公 
理 系统 中 ,公理 之 间 不 能 自 相 了 矛盾, 由 公理 系统 推出 的 结果 也 不 
能 矛盾 , 即 不 能 同时 推出 命题 4 与 否定 命题 4, 显 然 , 这 是 对 公理 
系统 的 最 基本 的 要 求 . 

如 何 证 明 给 定 的 公理 系统 的 无 矛盾 性 呢 ? 如 前 述 , 想 通过 
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“由 这 一 公理 系统 作出 全 部 可 能 的 推论 并 指出 其 中 没有 蔬 盾 "来 
证 明 是 不 可 能 的 . 为 此 ,人 们 创造 了 一 种 特殊 方法 即 解释 法 或 作 
模型 法 . 基本 思想 如 下 :将 公理 系统 的 每 一 不 定义 的 概念 与 对 象 
的 某 一 集合 相对 应 ,而 且 要 求 对 应 于 不 同 概念 的 集合 没有 公共 元 
素 ,然后 ,使 公理 系 了 的 每 一 关系 对 应 着 对 应 集合 元 素 间 的 某 一 
确定 的 关系 . 所 得 的 集合 与 关系 的 全 体 叫 做 解释 域 , 公 理 系 了 的 
每 一 命题 4 可 以 用 自然 的 方法 对 应 于 解释 域 中 相应 的 命题 4 
如 果 所 得 的 命题 4" 为 真 ,那么 就 称 公理 系 7 的 命题 4 在 这 个 解 
释 下 是 真 的 ,如 果 4 "为 假 , 则 4 在 这 个 解释 下 是 假 的 ,如 果 公 理 
系 了 的 全 部 公理 在 这 个 解释 下 均 为 真 ,那么 这 个 解释 称 为 所 给 公 
理 系 的 模型 . 

解释 域 及 其 性 质 常常 是 另 一 数学 理论 7" 本身, 同样 可 以 是 公 
理化 的 ,所 以 说 ,用 解释 法 能 证 明 公 理 系 了 的 相对 相 容 性 , 即 能 作 
出 “如 果 7' 相 容 , 那 么 了 也 相 容 "的 判断 , 即 是 说 解释 法 实质 上 是 
将 一 个 公理 系统 的 无 矛盾 性 证 明 化 归 为 男 一 个 公理 系统 的 无 巴 
盾 性 的 证 明 , 是 一 种 间接 证 明 . 解析 几何 可 以 看 成 是 实数 系统 中 
欧 氏 几何 的 一 个 解释 模型 ,于 是 欧 氏 几何 相 容 性 证 明 转 化 为 实数 
系统 的 无 矛盾 性 证 明 , 而 实数 系统 可 以 建立 在 ZFC 公理 化 集合 论 
的 基础 上 ,因此 ,实数 系统 的 无 矛盾 性 又 化 归 为 集合 论 的 无 矛盾 性 
证 明 , 而 后 者 经 过 几 代数 学 家 们 的 努力 ,至 今 尚 未 得 到 彻底 解决 . 

(2) 独 立 性 ”独立 性 要 求 在 一 个 公理 系统 中 ,被 选 定 的 公理 
组 中 任何 一 个 公理 都 不 能 由 其 他 公理 推出 . 

独立 性 其 实 要 求 的 是 公理 组 中 公理 之 间 不 能 有 依从 关系 , 若 
某 一 公理 被 其 余 公 理 推出 , 那 它 实 质 上 就 是 一 个 定理 ,在 公理 组 
中 就 是 多 余 的 ,所 以 ,独立 性 要 求 公理 组 中 公理 数目 最 少 . 

利用 解释 法 同样 可 以 证 明 所 给 公理 系 的 独立 性 问题 ,所 谓 公 
理 系 了 中 公理 4 的 独立 性 无 非 是 指 4 由 其 他 公理 既 不 能 证 实 ,也 
不 能 否定 . 因此 ,建立 一 个 新 的 公理 系 , 就 是 将 公理 4 换 成 它 的 否 
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定 下 而 其 他 公理 保持 不 变 , 只 要 能 证 明 新 的 公理 系 是 相 容 的 ,就 
可 断言 4 在 公理 系 了 中 独立 ,从 而 将 独立 性 问题 化 归 为 相 容 性 证 
明 问 题 ,而 新 公理 系 相 容 性 证 明 可 用 解释 法 , 欧 氏 第 五 公设 的 独 
立 性 由 非 欧 几 何 的 相 容 性 得 到 证 明 就 是 一 例 . 

(3) 完 备 性 ”完备 性 要 求 在 一 个 公理 系统 中 ,公理 组 的 选取 
能 保证 由 公理 组 推出 该 系统 的 全 部 真 命题 ,所 以 ,公理 不 能 过 少 ， 
否则 就 推 不 出 某 些 真 命题 ,这 是 关于 完备 性 的 古典 定义 . 

现代 数学 常 借助 模型 的 同 构 给 公理 系 的 完备 性 下 定义 , 即 如 
果 公 理 系 了 的 所 有 模型 或 解释 都 彼此 同 构 ,就 称 这 个 公理 系 是 完 
备 的 . 所 谓 模 型 的 同 构 是 指 这 个 公理 系 的 两 个 模型 (X,R) 与 (了 ， 
5S) (这 是 为 简便 计 , 假 设 给 定 的 公理 系 中 只 有 一 个 不 定义 的 概念 
和 一 个 不 定义 的 关系 .与 Y 是 某 两 个 集合 ,R 与 5 分 别 是 这 两 个 
集合 中 的 关系 ) 间 存在 一 个 双 射 p:X 一 Y, 使 x,Rx,, 当 上 且 仅 当 
71Sy; 时 成 立 , 其 中 7 = g(x) ,ya = g(x2) ,zi ,x EX,Y ,yeY. 

在 上 述 公理 化 方法 的 3 个 特征 中 ,无 矛盾 性 是 最 重要 而 又 是 
非 有 不 可 的 . 独立 性 从 理论 上 讲 , 从 完美 简练 上 讲 , 应 该 要 求 , 因 
为 公理 和 定理 在 整个 系统 中 处 的 地 位 不 同 ,公理 是 出 发 点 ,定理 
是 推出 的 ,不 能 混在 一 块 . 但 是 ,即便 是 把 一 个 定理 不 加 证 明 地 作 
为 公理 也 不 会 出 现 什么 "原则 ”错误 ,不 会 使 公理 系统 产生 矛盾 ， 
也 不 会 影响 公理 体系 的 完备 性 ,而 且 从 数学 角度 讲 , 根 据 学 生 的 
心理 发 展 水 平 适当 将 某 些 定理 当 作 公 理 对 待 还 可 能 有 利于 学 生 
接受 ,因此 ,独立 性 要 求 有 时 可 降低 . 如 : "平行 同一 直线 的 两 直线 
平行 "在 立体 几何 中 把 它 写作 公理 ,现行 中 学 几何 体系 就 放弃 了 
这 一 要 求 . 至 于 完备 性 ,要求 就 大 大 放宽 了 . 

6. 公理 化 理论 系统 与 其 相应 的 具体 模型 

(1) 理 论 系统 的 结构 层次 

1 ) 符 号 集 : 

逻辑 符号 :“V”、“ 人 入”、“ J WV 等、 
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非 逻 辑 符 号 :指称 对 象 的 符号 ,如 x、y 等 ,指称 关系 的 符号 如 
gg R、C 等 . 

2) 形 成 规则 :由 符号 构成 公式 或 有 意义 的 符号 串 的 规则 . 

3) 公 理 组 (包括 逻辑 公理 和 非 逻 辑 公理 ). 

4) 推 演 规 则 (包括 逻辑 和 非 逻 辑 推演 规则 ) , 即 由 已 知 公式 
(公理 和 定理 的 符号 表示 ) 推 出 新 的 公式 应 遵守 的 基本 规则 . 

(2) 理论 与 其 相 适 应 的 模型 的 关系 ”上述 四 条 及 其 由 它们 推 
出 的 全 部 定理 构成 一 个 理论 系统 ,一 般 用 了 表示 ,其 中 对 象 集 与 
关系 集 称 为 理论 7 的 形式 系统 ,用 Z(7) 表 示 . 

对 理论 了 的 任何 一 个 解释 (赋值 ) 称 为 7 的 一 个 模型 ,也 就 是 
说 理论 相对 于 模型 而 言 ,理论 是 抽象 ( 虚 ) 的 ,而 模型 是 具体 ( 实 ) 
的 ,一 个 理论 可 以 有 很 多 相应 的 模型 . 下 面 举 两 个 简单 例子 加 以 
说 明 . 

例 (1 -4-2) LZ(7T):(S,R), 

L : (xRx), 
L,: (xRy) 人 (7yRz) 一 一 xRz. 

其 中 5 是 对 象 集 ,R 是 关系 ,LL 是 两 条 公理 . 如 果 在 上 述 
理论 7 中 ,将 RR 解释 成 大 小 关系 "<” ,那么 ,实数 集 的 任何 一 个 子 
集 都 满足 L 与 L. 也 就 是 说 ,实数 集 的 任何 一 个 子 集 都 有 资格 充 
当 Z(7) 的 对 象 . 从 而 实数 集 的 任何 一 个 子 集 都 是 理论 7 的 模型 . 
倘若 在 上 述 理 论 7 了 中 ,将 RR 解释 成 集合 论 中 的 包含 关系 “C”, 那 
么 ,实数 集 的 所 有 子 集 , 即 实数 的 宪 集 就 是 理论 了 的 一 个 模型 ,而 
且 实 数 系 的 窜 集 的 任何 一 个 子 集 丝 是 理论 了 的 模型 . 

例 (1 -4-3) L(7):[S,R], 

Li:(xRy)Rz = xR(YyRz), 
L:3z( Vx(xRz) = x), 
L: 3z( Vx3y(xRz) = z]. 
这 是 大 家 所 熟悉 的 群 的 形式 公理 系统 . 如 果 给 R 以 不 同 解释 
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( 当然 要 满足 公理 L,L,,L;), 则 可 构成 不 同 的 模型 ,而 且 在 形式 
系统 中 , 即 在 一 个 理论 系统 中 任何 一 个 定理 对 其 相应 的 所 有 模型 
缘 真 . 

(3) 原 型 .模型 理论 三 者 结构 框图 模型 与 理论 的 关系 是 具 
体 与 抽象 特殊 与 一 般 的 关系 ,但 是 具体 与 抽象 是 相对 的 有 层次 
性 . 比如 ,模型 相对 于 理论 而 言 就 是 具体 ,而 相对 于 原型 而 言 就 变 
成 抽象 的 了 . 为 了 显示 原型 \ 数 学 模型 数学 理论 三 者 之 间 的 内 在 
相互 关系 ,请 看 图 1 -4 -2 结构 层次 框图 : 


形式 数学 理论 


、 


| ET | 
1 i 
|! 1 


图 1-4-2 结构 层次 框图 


上 述 框图 中 实 线 表示 理论 来 自 实践 (客观 原型 ) ,虚线 表示 理 
论 对 实践 的 指导 作用 . 

7. 公理 体系 举例 

(1) 欧 几 里 得 几何 《原本 》 这 是 第 一 次 用 公理 化 写成 的 经 
典 著 作 , 是 数学 史上 的 一 座 直 碑 . 著作 中 用 公理 化 对 当时 的 数学 
知识 系统 化 、 理 论 化 ,是 历史 上 第 一 个 公理 体系 . 

5 条 公设 :中 假定 从 任 一 点 到 任意 一 点 可 作 一 直线 . @ 一 条 有 
限 直线 可 无 限 延长 . @) 以 任意 中 心 和 直径 可 以 画图 . @ 凡 直角 都 
相等 . 5 车 一 直线 在 两 直线 上 所 构成 的 同 旁 内 角 之 和 小 于 两 直角 
(180°) ,那么 两 直线 无 限 延 长 ,它们 将 在 同 旁 内 角 和 小 于 两 直角 
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的 一 侧 相交 . 

5 条 公理 :四 等 于 同 量 的 量 彼此 相等 . @ 等 量 加 等 量 和 相等 . 
(@ 等 量 减 等 量 差 相等 . @ 彼 此 重合 的 图 形 相等 . @) 整 体 大 于 部 分 . 

(2) 希 尔 伯 特 公理 化 体系 一 一 (几何 学 基础 》 希 尔 伯 特 
1898 ~ 1899 年 完成 历史 性 著作 《几何 学 基础 》, 这 是 在 19 世纪 中 
叶 以 后 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 和 黎 受 几何 影响 下 形成 的 思想 . 这 也 是 
19 世纪 后 半 叶 数学 大 发 展 的 形势 影响 的 结果 . 

希 尔 伯 特 分 析 了 欧 几 里 得 公理 , 取 其 长 , 补 其 短 ,在 此 基础 上 
提出 一 套 5 组 20 条 公理 组 成 的 公理 体系 ,关联 公理 (8 个 ) ,顺序 
公理 (4 个 )、 合 同 公理 (5 个 )、 平 行 公理 (1 个 )、 连 续 公 理 ( 两 
个 ). 其 公理 体系 满足 :协调 、 独 立 性 和 完备 性 . 

希 氏 公理 与 欧 氏 公理 比较 后 可 以 发 现 , 希 氏 的 公理 化 思想 较 
之 古典 公理 化 思想 ,更 完善 更 抽象 . 今天 将 其 称 为 现代 公理 化 系 
统 ( 简称 公理 系统 ). 需要 说 明 : 公 理化 系统 只 是 公理 化 方法 中 一 
种 典型 的 .严格 的 形式 ,并 非 所 有 公理 化 过 程 , 都 能 得 到 公理 化 系 
统 . 因此 ,公理 化 系统 和 公理 化 的 概念 是 有 区 别 的 . 

(3) 集 合 论 的 公理 系统 ( 略 ) 

(4) 公 理化 系统 思想 广泛 运用 ” 受 公 理化 系统 思想 的 启发 ， 
现代 数学 中 创立 了 公理 集合 论 就 是 一 例 ,其 他 科学 也 接受 公理 化 
系统 思想 ,开始 建立 本 学 科 的 公理 化 系统 . 比如 前 面 提 到 数理 经 


济 学 . 
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第 五 章 ”数学 的 扩张 


像 人 类 认识 世界 一 样 ,数学 也 是 “由 低级 向 高 级 发 展 的 ” 即 
“由 浅 人 深 ,由 片面 到 更 多 的 方面 "(毛泽东 ) ;数学 就 是 在 不 断 的 
发 现 和 发 展 中 成 长 的 . 本 章 就 数学 的 扩张 进行 粗略 的 介绍 . 


8$ 1 数学 的 发 现 和 创造 


一 \ 数 学 的 产生 和 发 展 同 生活 、 生 产 的 联系 


(1) 古 代 巴 比 伦 人 ,由 于 从 事 商 业 活动 , 控 河 修 堤 、 丈 量 土地 
等 ,他 们 需要 兑换 钱币 和 交换 商品 ,计算 单 利和 复 利 ,划分 土地 和 
遗产 ,给 农 人 、 教 会 .国家 分 配 粮 食 . 他 们 发 明了 文字 ,创造 了 加 、 
减 . 乘 \ 除 的 运算 和 面积 计算 公式 ,如 :三 角形 相似 的 认识 和 三 角 
形 对 应 边 成 比例 的 性 质 ;如 用 3 代替 ;如 在 代数 上 数 与 倒数 之 积 


是 1; 如 解 形 如 之 -tx + 1 = 0 的 方程 的 要 为 区 + |( 专 ) -1 等 


数学 的 产生 与 发 展 同 生活 需要 联系 密切 . 

(2) 在 亚历山大 时 期 的 希腊 的 三 角 学 的 产生 :由 于 人 们 企图 
以 定量 的 天 文学 ,来 预报 天 体 的 运行 路 线 和 位 置 以 帮助 报时 、 计 
算 日 期 .航海 和 研究 地 理 而 产生 了 三 角 学 . 这 门 学 科 是 希 帕 古 斯 
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(Hipparchus) 梅内 劳 斯 ( Menelaus) 、 托 勒 玫 ( Ptolemy ) 创立 的 , 托 
勒 政 把 圆周 分 成 360° ,把 一 个 直径 分 成 120 等 份 ,圆周 和 直径 每 
一 个 每 一 分 度 再 分 成 60 等 份 ,于 是 ,可 以 由 一 定 度数 的 给 定 的 弧 
AB 长 ,得 出 相应 弦 4B 的 长 度数 . 希腊 三 角 术 在 梅内 劳 斯 时 到 达 
顶点 ,他 的 著作 是 《球面 学 》: 对 球面 的 三 角形 证 明了 那些 类 同 于 
平面 三 角形 的 定理 ,如 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 , 球 面 三 角形 
内 角 之 和 大 于 两 直角 ,球面 三 角形 的 等 边 对 等 角 , 他 还 证 明了 不 
类 同 于 平面 三 角形 的 一 些 定理 和 一 系列 公式 . 托 勒 玫 还 在 他 的 
《数学 汇编 里 》 把 天 文 和 三 角 混 在 一 起 ,试图 把 天 文学 建立 在 “不 
容 置 辩 的 算术 和 几何 方法 ”的 基础 上 ,这 已 显示 出 数学 扩张 的 企 
图 . 其 他 学 科 的 发 展 需 要 数学 的 支持 ,为 数学 的 发 展 提供 了 条 件 . 
(3)20 世纪 中 叶 , 爆 发 第 二 次 世界 大 战 . 为 了 战争 的 需要 和 
战事 的 胜利 ,产生 了 运筹 学 . 运筹 学 在 战 后 ,运用 于 民用 领域 . 随 
着 发 展 ,应 用 数学 和 计算 机 一 起 成 为 一 门 学 科 , 为 决策 优化 提供 
理论 和 方法 . 可 见 数学 已 渗透 到 军事 和 民用 管理 科学 中 . 


二 、 数 学 的 发 展 与 其 他 科学 的 联系 


(1) 数 学 与 天 文 、 航 海 和 农业 等 的 联系 ,产生 了 早期 的 几何 、 
代数 算术 等 . 

(2) 微 积分 的 产生 是 与 科学 发 展 相 联系 的 :17 世纪 上 半 叶 ， 
天 文 .力学 等 领域 发 生 了 一 系列 重大 事件 . 1608 年 荷兰 人 帕 席 发 
明了 望远镜 和 伽利略 的 第 一 台 天 文 望远镜 ,推动 了 光学 和 天 文学 
的 发 展 , 1619 年 , 开 普 勒 公布 了 行星 运动 的 三 大 定律 :中 行星 运动 
轨迹 是 椭圆 ,太阳 位 于 该 椭圆 的 一 个 焦点 ;四 由 太阳 到 行星 的 矢 
径 相等 的 时 间 扫 过 的 面积 相等 ;@ 行 星 绕 太 阳 公 转 周期 的 平方 ， 
与 其 椭圆 轨道 的 半 长 轴 的 立方 成 正比 . 从 此 数学 上 推 证 开 普 勒 的 
经 验 定律 ,成 为 自然 科学 的 中 心 课题 . 1638 年 伽利略 建立 了 自由 
落体 定律 .动量 定律 、 对 弹道 曲线 的 认识 等 , 激 起 了 人 们 对 这 些 新 
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的 概念 和 理论 作 以 精确 数学 表述 的 巨大 热情 

这 一 段 时 间 内 自然 科学 进入 了 综合 和 突破 阶段 ,而 这 些 突破 
面临 着 一 系列 数学 困难 :如 非 匀速 运动 物体 的 速度 和 加 速度 构成 
的 瞬时 变化 率 问题 ;曲面 上 任 一 点 的 法 线 和 切线 问题 ;弹道 曲线 
的 最 大 射程 和 寻求 远 日 点 .近日 点 所 涉及 的 函数 极 大 值 .函数 极 
小 值 问题 ;行星 运动 的 路 程 ,行星 直径 扫 过 的 面积 等 有 关 面积 , 体 
积 .曲线 长 .重心 和 引力 的 计算 ,引起 人 们 对 数学 提供 支持 的 期 
盼 ,于 是 在 牛顿 . 革 布 尼 英 等 先哲 们 努力 下 , 微 积分 问世 了 . 

(3) 币 分 方程 与 物理 问题 有 着 密切 的 关系 ,其 中 一 类 是 弹性 
理论 : 一 个 物体 如 果 在 外 力作 用 下 变形 ,而 外 力 移 去 之 后 又 恢复 
原状 . 这 里 又 使 人 们 联想 到 直 妇 与 水 平 梁 在 外 加 负荷 下 形成 的 形 
状 . 梁 的 状态 的 研究 ,引导 由 斯 卡 发 现 了 定律 ,一 个 被 伸 长 或 被 夺 
缩 的 恢复 力 ,正比 于 它 伸 长 或 缩短 的 相对 长 度 . 紧 接着 :一 根 挂 在 
两 轩 定点 的 非 弹性 软 细 强 所 形成 的 形状 ;一 根 团 定 在 两 端的 弹性 
振动 纺 所 成 的 形状 又 等 待 着 数学 去 研究 . 另 一 类 关于 摆 的 问题 ， 
回 周 摆 的 精确 籁 分 方程 4.9 + 各 sing = 0. 关于 摆 的 问题 联系 着 18 


世纪 两 项 重要 的 研究 :地 球 的 形状 和 引力 的 平方 成 反比 定律 的 验 
证 . 这 些 刺激 着 数学 对 微分 方程 的 研究 . 

达 朗 贝尔 对 弦 振 动 等 力学 问题 的 研究 ,所 作 的 《 张 紧 的 弦 振 
动 时 形成 的 曲线 的 研究 》 开 启 偏 微分 方程 一 门 新 分 支 . 他 明确 地 


推导 出 了 弦 振 动 所 满足 的 偏 微分 方程 2 = 2 并 给 出 了 形 如 


(t,x) = p(x+4) + 于 (x -1) 的 通 解 . 欧 拉 也 沿用 了 达 朗 贝尔 的 
方法 ,在 《 论 弦 的 振动 ?中 引进 了 正弦 级 数 : 
TX 


u(0,x) = > sin “的 特 解 p(1,x) > v， sin 人 cos es. 
(4) 数 学 对 原 有 数学 理论 的 扩张 . 
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1 ) 从 复数 到 四 元 数 . 关于 对 复数 的 突破 , 伽 罗 瓦 对 解决 次 
方程 已 +awx" +…+as= 0 的 nn 个 根 进 行 置换 ,置换 的 全 体 构 
成 一 个 集合 (其 中 两 个 置换 的 乘积 是 集合 中 的 一 个 置换 ) , 伽 罗 瓦 
称 之 为 “ 群 ". 由 于 伽 罗 瓦 群 的 概念 的 出 现 和 在 高 斯 \ 志 塞 尔 . 阿 尔 
阅 给 出 了 复数 的 几何 表示 后 ,使 复数 的 合法 地 位 确立 ,在 此 基础 
上 数学 家 认识 到 复数 表示 和 研究 平面 上 向 量 的 功能 之 后 ,为 了 能 
处 理 几 个 力作 用 在 同一 物体 时 ,这 些 力 不 在 一 个 平面 上 ,为 在 代 
数 上 处 理 这 些 问题 ,就 需要 复数 的 一 个 类 似 物 ,很 容易 用 笛 卡 儿 
三 维 坐标 (*\y\z) 表 示 向 量 , 设 想 用 三 元 数组 运算 表示 向 量 运算 . 
哈密 顿 进一步 考虑 一 种 三 元 数组 作为 复数 的 三 维 类 似 物 ,终于 发 
现 四 个 分 量 的 新 数 ,而 且 放 弃 交 换 性 ,他 把 这 种 数 命名 为 四 元 数 . 
于 是 四 元 数 出 现 ,四 元 数 形 如 a+bi+t+gd+dk( 其 中 a、b、c、d 为 实 
数 ) ,iy& 满足: 

==R= -1 六 = -站 = 大 外 = -i=i, 
= -大 = 

车 p = a+tbitd+dk,g =t+mi+m+lk (其 中 abed,i、 
m、n\i 均 为 实数 ). 

并 且 发 现 pg gp 

2) 超 复数 的 出 现 . 哈密 顿 之 后 ,各 种 新 的 超 复数 涌现 出 来 ,其 
中 格拉 斯 曼 对 复数 的 推广 更 为 大 胆 ,他 涉及 到 了 n 维 向 量 空间 ， 
在 他 的 《线性 扩张 论 ) 中 提出 了 “扩张 的 量 " 的 概念 , “扩张 的 量 ” 
就 是 一 种 有 nn 个 分 量 的 超 复数 ,如 n = 3 时 ,考虑 两 个 超 复数 

Q = alel + ey + epB = be + be + be (a,b. 
是 实数 ). 

加 减法 :a +B = (a bi)e, +(a; +b,)e, +(a;+6b;)e,;. 

内 积 (或 . 积 )ei |ei = 1 eilg=0 (iz#)). 

alB = ab+tabtab, HalB=Bla. 

外 积 (或 x 积 )[eiei] = 0 [eig] = -[gei](iz)). 
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[oa8j = (ab -ab)[ee]+(oab -ob)[ee]+ 
(aib, -azbi ) [ee,]. 

[oa8j 关 [pa]. 

格拉 斯 曼 还 研究 了 混合 积 , 他 的 工作 和 他 的 超 复数 一 定 程度 
上 满足 了 物理 学 的 需要 ,但 四 元 数 不 适 合 物 理学 的 需要 . 英国 数 
学 物理 学 家 麦克 斯 韦 将 四 元 数 进行 改选 ,把 它 分 为 数量 部 分 和 向 
量 部 分 ,如 一 个 四 元 数 a + bi+d +dk,a 是 数量 部 分 ,bi+cj+dk 是 
向 量 部 分 . 19 世纪 80 年 代 美国 物理 学 家 吉 布 斯 和 英国 数学 物理 
学 家 北 维 赛 创立 了 独立 于 四 元 数 的 三 维 向 量 代数 和 向 量 分 析 , 如 
向 量 V = ai+ 怒 +ck.iy,k 是 x、y、z 轴 的 单位 向 量 ,a、b、c 是 3 个 
实数 , 称 为 向 量 的 分 量 . 向 量 的 和 是 向 量 , 向 量 的 和 等 于 它们 相应 
分 量 的 和 . 设 m = ajitay+ask,n = bi+b,j+ bsk. 

向 量 (m +n) = (a +b)irt(a +b) = (a +bs)k. 

向 量 的 内 积 (或 . 积 ) 满 足 1 .1 = jj)=k*k=1,i:j= 
六 

mn = ab, +a,b, +asb;. 


向 量 的 外 积 (或 x 积 ) 满 足 :ixi = jxj = kxk = 0,ixj = 上， 


JXi = -AJXx = kx = -08XxI = ixXk = ~ 
mxn = (ab -byas)i+t+ (ab -abs)i + (ab, — ab )k 
li jk 
= |al oa 0 |. 
b, b, b, 


向 量 外 积 不 满足 交换 律 ,矩阵 量 不 满足 乘法 交换 律 的 又 一 代 
数 对 象 的 例子 . 我 们 可 以 看 到 数学 中 , 由 复数 一 四 元 数 一 超 复数 
一 矩阵 的 扩张 . 这 是 在 数学 理论 方面 的 扩张 . 


三 、 欧 几 里 得 几何 向 非 欧 几 何 的 扩张 
欧 几 里 得 的 4 几何 》 是 世界 科学 史上 的 一 座 丰 碑 ,对 数学 思想 
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的 发 展 有 着 巨大 的 贡献 . 但 是 高 斯 在 前 人 工作 的 基础 上 ,意识 到 
欧 氏 中 的 平行 公设 不 能 从 其 他 的 欧 几 里 得 公理 中 推出 来 . 于 是 他 
开始 对 平行 公设 不 成 立 的 研究 ,他 率先 提出 了 “ 反 欧 几 里 得 几 
何 ” ,后 改 为 “ 非 欧 几 里 得 几何 ”, 因 此“ 非 欧 几何 "来 自 高 斯 . 但 非 
欧 几 何 的 真正 发 明 者 是 罗 巴 切 夫 斯 基 \ 高 斯 、 波 约 , 罗 巴 切 夫 斯 基 
首先 发 表 了 自己 的 著作 ,高 斯 的 理论 是 在 其 遗 稿 中 发 现 的 ， 

关于 非 欧 几 里 得 几何 讨论 的 问题 是 : 

设 给 定 了 直线 a 和 直线 外 一 点 4, 由 4 向 a 作 4814a,B 是 垂 
足 ,按照 罗 巴 切 夫 斯 基 的 基本 假设 ,至 少 存在 两 条 直线 bb' 皆 过 4 
点 , 且 不 与 直线 a 相交 (如 图 1 -5 -1) , 罗 巴 切 夫 斯 基 研究 了 通过 
4 且 不 与 ec 相交 的 直线 的 极限 情形 ,指出 这 样 的 极限 直线 有 两 条 
c 与 c', 并 证 明 它们 与 a 不 相交 . 因此 c 与 c' 构 成 了 不 与 a 相交 的 
直线 的 边界 ,在 这 两 条 直线 (c 与 c') 所 来 角 内 的 过 4 的 所 有 直线 


不 与 a 相交 .将 B 的 一 半生 叫 平行 角 . 从 这 里 得 到 一 系列 理论 . 


图 1-5-1 


黎 曼 发 展 了 罗 巴 切 夫 斯 基 等 人 的 思想 建立 了 一 种 更 为 广泛 
的 全 新 的 几何 一 一 黎 曼 几何 . 在 黎 曼 几何 中 , 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 
和 欧 几 里 得 几何 只 是 其 中 的 一 部 分 . 黎 曼 的 研究 是 以 高 斯 关于 曲 
面 内 缠 微 分 几何 为 基础 的 . 黎 曼 在 4 关于 几何 基础 的 假设 》 中 将 欧 
氏 空 间 中 曲面 的 内 药 几 何 推 广 到 任意 空间 的 内 蕴 几 何 ,他 把 维 
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空间 称 作 一 个 流 形 ,n 维 流 形 中 的 一 个 点 ,可 以 用 几 个 参数 x,， 
x2……%, 一 组 特定 值 表示 ,这 些 参数 叫 流 形 坐 标 . 

黎 曼 从 定义 两 个 邻近 点 的 距离 出 发 ,假定 这 个 微小 距离 的 平 
方 是 一 个 二 次 微分 齐 次 式 : 

d = SE gydads 

其 中 本 是 坐标 zi ,x,,… ,x。 的 函数 ,gy = gi ,这 个 表达 式 称 为 “ 黎 
曼 度 量 ”. 黎 曼 还 定义 了 曲线 的 长 度 , 两 曲线 在 一 点 的 交角 等 . 

黎 曼 几何 最 重要 的 一 种 对 象 即 为 所 谓 的 常 曲率 空间 ,对 于 三 
维 空间 ,有 三 种 情形 : ) 曲 率 为 正常 数 ; 工 ) 曲率 为 负 常 数 ; 焉 ) 曲 
率 恒 为 零 . 

黎 曼 几何 是 第 二 种 非 欧 几 何 . 

黎 曼 几 何 区 分 了 ”无限 "与 "无界 "两 个 概念 . 在 黎 曼 之 前 , 认 
为 钝 角 假 设 与 直线 可 以 无 限 延长 的 假定 矛盾 ,因而 取消 了 这 个 假 
设 . 但 黎 曼 区 分 了 "无 限 " “无 界 " 两 个 概念 ,认为 直线 可 以 无 限 
延长 ,并 不 意味 着 其 长 短 是 无 限 的 ,只 不 过 它 是 无 端 或 无 界 的 ,在 
这 两 个 概念 界定 之 后 ,人 们 可 以 像 锐角 假设 一 样 无 矛盾 地 展开 一 
种 几何 . 这 一 种 黎 曼 几何 或 椭圆 几何 一 一 称 为 第 二 种 非 欧 几何 . 
作为 区 别 , 数 学 史上 把 罗 巴 切 夫 斯 基 
的 非 欧 几 何 叫 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 或 双 
曲 几 何 . 普通 球面 上 的 几何 就 是 黎 曼 > 


非 欧 几何 ,其 上 的 每 个 大 圆 可 看 作 一 


条 “ 直线", 容易 看 出 ,任意 球面 “ 直 
线 " 都 不 可 能 永 不 相交 如 图 1 -5 -2. 
由 欧 几 里 得 几何 一 高 斯 的 非 欧 几 


何 一 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 双 曲 几何 一 黎 
曼 儿 何 (椭圆 几何 ) ,数学 学 科 内 容 进 图 1-5 -2 
行 了 一 系列 扩张 并 仍 在 扩张 
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四 、 集 合 论 的 出 现 


数学 的 严格 基础 ,自古 以 来 就 是 数学 家 追求 的 目标 ,但 20 世 
纪 以 前 数学 曾经 历 过 两 次 巨大 的 考验 . 17、18 世纪 关于 微 积分 基 
础 的 争论 ,催生 了 19 世纪 末 分 析 严 格 化 的 最 高 成 就 一 一 集合 论 . 

牛顿 , 莱 布 尼 茨 创立 微 积分 ,是 数学 史上 又 一 座 丰 碑 . 但 由 于 
初始 阶段 的 理论 不 严格 ,导致 了 微 积 分 概念 混乱 ,特别 是 无 穷 小 
概念 方面 的 随意 和 混乱 . 荷兰 人 纽 汶 蒂 在 《无 穷 小 分 析 》 中 指责 牛 
顿 的 流 数 术 叙述 “模糊 不 清 ”, 莱 布 尼 茨 的 高 阶 微分 “缺乏 根据 ”. 
对 于 “ 首 示 比方 法 " 中 为 求索 函数 *” 的 流 数 ,牛顿 假设 x 有 一 个 


增 量 o, 以 去 除 (z+o)" -x" 的 差 . 由 此 可 得 nw”! + 0 


+…… 然 后 使 含 o 的 项 清 去 . 对 此 伯 克 莱 指责 为 “分 明 的 诡辩 ”， 
他 讯 讽 说 :“ 这 些 消 失 的 增 量 是 什么 呢 ?” 它 们 既 不 是 有 限量 ,也 不 
是 无 限 小 ,又 不 是 零 ,难道 我 们 不 能 称 他 们 为 消失 量 的 鬼 强 吗 ?” 
后 来 由 于 达 朗 贝尔 , 欧 拉 、 拉 格 朗 日 的 工作 ,使 无 限 小 的 概念 得 以 
明确 . 由 于 数学 中 争论 ,人 们 期 盼 着 数学 的 分 析 严 格 化 ,一 劳 永 锡 
地 摆脱 这 种 类 似 的 危机 . 1831 年 高 斯 也 表达 了 他 对 “实际 无 穷 的 
慌 惧 "” “我 反对 把 无 穷 量 作为 一 个 完满 的 东西 来 使 用 ,在 数学 中 
决 不 允许 有 这 样 的 用 法 . 无 穷 只 是 一 种 说 话 方式 ,真正 意义 是 一 
些 比值 ,在 其 他 一 些 比值 被 无 限 增加 时 ,无 限 趋 近 的 极限 . " 这样 x 


表示 一 个 实数 ,那么 当 * 增 加 时 ,二 减 小 . 我 们 能 够 找到 一 个 > 值 ， 
使 二 -0 差 为 任意 预先 给 定 的 量 . 该 量 可 以 任意 的 小 , 当 继续 增加 
时 , 差 保持 小 于 预先 给 定 的 量 . 这 时 二 的 极限 为 零 ,无 穷 的 符号 
= 0 的 论断 的 理由 是 无 意义 的 “用 无 穷 去 除 "是 一 个 不 明 


4 
”oo 
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确 的 运算 ,因此 没有 意义 . 康 托 尔 既 不 同意 又 同意 高 斯 的 见解 . 
说 :“ 尽 管 在 潜在 无 穷 和 实在 无 穷 之 间 有 本 质 差 别 ,前 者 意味 着 一 
个 增加 到 超出 所 有 有 限 的 限制 的 可 变 有 限量 ,而 后 者 则 是 所 有 有 
限量 的 固定 的 常量 . 因而 它们 被 混淆 了 .” 
这 些 连同 “ 芝 诺 的 三 个 问题 " ,都 是 “无 穷 小 \ 无 穷 和 连续 的 问 

题 ” ,维尔 斯 特 拉 斯 、 戴 德 金 和 康 托 尔 解决 了 它们 . 但 最 后 是 康 托 
尔 解决 了 它们 . 中 康 托 尔 证 明了 全 体 有 理 整 数 1. 2.3… 的 集合 与 
“无 限 地 包含 更 广泛 ”的 全 体 代数 数 的 集合 ,包含 着 恰恰 同样 多 的 
元 素 . @ 由 伯 利 略 的 全 体 正 整数 平方 的 集合 和 全 体 正 整 数 的 集合 
例子 : 

1 2 3 4 ,ne 

1 2 3 4,%, ne 
康 托 尔 给 出 了 一 个 论断 :一 个 集合 的 一 部 分 可 以 有 与 整个 集合 同 
样 的 数 . @@ 康 托 尔 为 基数 下 定义 . @ 康 托 尔 回答 了 “有 多 少 超越 
数 "的 问题 :全 体 超 越 数 的 类 (或 集 ) ,不 相似 于 全 体 有 理 整 数 的 类 
( 集 ) ,超越 数 比 整数 的 无 限 多 得 多 等 . 集合 论 对 于 数学 基础 更 深 
人 的 探讨 和 由 此 引起 数理 逻辑 的 发 展 ,成 为 20 世纪 的 又 一 个 重 
要 的 新 趋势 . 


$2 推广 的 举例 及 方式 


一 \ 关 于 推广 的 几 个 举例 


一 些 定理 和 数学 问题 是 数学 上 的 一 个 重要 定理 . 由 于 其 重要 
且 用 途 广泛 ,在 应 用 中 ,这 些 定理 不 断 推广 . 因此 ,推广 是 数学 扩 
张 的 又 一 特征 . 今 举 几 例 : 

1. 勾 股 定理 的 推广 

勾 股 定理 的 推广 详 见 图 1 -5 -3. 
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ainza+ cosza =1 

代数 学 ( 勾 股 数 ) 
Es I 六 
ey 为 的 三 个 相似 多 边 的 三 个 相似 图 形 
c=m'+n, a,b,e 形 的 面积 有 关系 的 面积 有 关系 
勾 股 数 (m,n 是 正 数 ) S, +Si= Sa Si+Ss= Sr 


微 积分 ( 弧 微分 ) | 
de:= dxz2=dy | 
解析 几何 以 直角 三 角形 三 边 为 直 
直线 、 向 量 垂直 .… 径 的 三 个 半圆 面积 有 关 
EL 系 $i +S1= Sr 
线性 代数 色 股 定理 反 向 道 定理 
向 量 ( 矩阵 ) 正 交 站 | 若 。,6，e 为 三 角形 三 
边 , 且 c =a +8, 则 


该 三 角形 为 直角 三 角形 


费 马 大 定理 直 四 面体 表面 积 
有 一 个 顶点 


车 n 宇 3, 则 方程 x*+y" 
=z" 无 正 整数 解 | 是 直 三 = 面 角 


如 上 图 d=a +b +e* 


一 般 四 面体 四 维 空间 
对 一 般 四 面体 ， 有 下 面 结论 直 五 胞 超 体 的 底 四 面体 
A 的 体积 平方 等 于 其 余 四 
S2=S2+S +8; -25,5, 面体 体积 的 平方 和 


PN cosa 一 pce 25,S,cosy ， 


图 好 各 3 
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2. 多 角 数 问题 
多 角 数 问题 的 推广 见 图 1 -5 - 4. 


§ | PE 


“~ 十 亲 问 古琴 到 数论 |-{[ 代 数 数论 ] 


图 1-5-4 


3. 方程 问题 
方程 问题 的 推广 见 图 1 -5 -5. 


图 1-5-5 
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4. 关于 匹 多 ( DD . Pedoe ) 不 等 式 的 推广 
匹 多 不 等 式 的 推广 见 网 1 -5 -6. 


ao + bb + eic 了 
| a” 各 br + Pa 


3 + 人 +bh +c’ 
ut+b + 


加 
强 
arbt oa ,a +b +e 
n>s| mr ros tosh 
等 号 仅 当 两 A 相似 时 成 立 . 


〈 卡 利 蒋 ，1973 年 ) 


加 强 


H216SS' + 3 [(ab’ -ao + {be' -be)+ 
(eao-ee 门 ,等 号 仅 妆 两 各 相似 时 成 立 ( 程 龙 


特 特 
例 例 


在 AABC 和 A4A'B'C' 
中 ,(aa'+ bb +ec 
全 48S3 . 


在 A4BC 和 A4 有 CC 
中 ,ata + bb 人 + 
ec 1655 . 


在 A4BC 中 ,a + bb 
+e 435 +[(a - 
b+ (boc) + (ce- 


中 1 芬 - 哈 不 等 式 ) 


两 个 n 维 单 形 的 进一步 
人 ( 毛 其 吉 、1989 
) 


n 
a7+ + br rms) 


等 号 仅 当 两 入 均 为 正人 时 成 立 . ( 彭 家 贵 等 ) 


海伦 - 秦 九 韶 公 式 
在 A4B8C 中 ， 其 面积 $ = 
vplp-a) (p-b) (p-c) 


其 中 p= 让 (atbre) 


匹 多 不 等 式 
有 > 1658/ 


(20 世纪 40 年 代 ) 


了 | wm 


两 个 nn 边 形 a, 和 ahi=1,2,...,n) 是 
两 个 n 边 形 边 长 ,$ ,3 是 它们 面积 , 又 
prp>1, 且 P= p+p: Na” (~ 


Wi A op 


+a22) + a (a” 

用 由 的] 于 
一 和 
+ a’)>n(n-2) 


[ stan(r/n) ] ss .( 王 坚 ,1985 年 ) 


2 
+ a + ... 


两 个 n 维 单 形 
,8B 是 两 个 n 维 单 形 V ,VW 分别 为 
其 体积 , 4,, B, (i=1,2,...,n+1) 为 其 
顶点 , 嗓 a,=A.4,,6b,=BB8,5, 为 


18,,.…,B,,8.+1] B, 所 成 的 n-1 维 
单 形 面积 , & 表 示 $ 与 3 夹 角 ， 则 
| 5,5, cos 0,> nV 3 2 


( 杨 路 、 张 景 中 ，1981 年 ) 


1 -5 -6(a) 
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{ 苏 化 明 ) 中 线 不 等 式 
著 由， mm ,mm 和 mm',,m', 分别 为 人 4BC ， 
A4BC' 三 边 之 中 线 . 则 

mm mm +m, (m+ mm 
ma955. 


外 麻 比 克 不 等 式 
车 和 4BC 为 等 边 八 


中 | 


+m lm + mm - 


若 名 ,满足 上 + 上 + 天 一 人 大 上 天， 大，) 汪 0. 则 
a lka’ + kb sy ke) +b (ka » kb + Ke) 
+e (ha + kb + kc)ml6lk + hk + ss” 


A4ABC 和 OAABCH, a'lb+e-ait+bd/lec+a-b)+a 
{a + -ec) Pv48 SS .等 号 仅 当 两 从 均 为 正 从 时 成 立 ， 
(高 灵 、1981! 年 ) 


若 a,b,e 为 人 4BC 三 边 长 ,a .5 ，*e 为 边 可 组 成 三 角 


形 . 若 其 面积 为 5. 则 3: > 3 S14. 
( 末 家 贵 、 常 席 行 ，!983 年 ) 


$5, 科 款 由 as, 刀 .c0 所 8 1) 为 三 边 长 组 成 的 人 4BC 的 
面积 , 则 S, = ( 3 /4 )"S. 其 中 等 号 当 且 仅 当 人 4BC 为 正 
三 角 党 时 成 立 

{ 马 摄 ，1987 年 ) 


a -ai B+ el) tba 好 人 eye fo 
+ 161315 9",0 59s 1.0=1 时 等 式 仅 当 
从 4BC-A4BC 峙 成 立 ; 8= 0 时 全 等 ; 0 <9<1 时 仪 当 


从 48C 和 人 4 BC 是 正三 角形 时 成 立 
1 马 煞 ，1987 年 ) 


图 1 -5-6(b) 


ee 
1655. 
(与 左下 不 等 式 闻 ) 
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5. 微 积 分 
微 积分 的 推广 见 图 1 -5 -7. 


牛顿 、 莱 布 尼 获 | _。| 袭 受 或 达 布 和 | ET ED 
发 明 微 积分 (Darboux) 积 分 


| 曲线 积分 | 一 一 [由 面积 分 | [由 面积 分 ] 一 . 


斯 蒂 吉 斯 积分 
Wi [i-sa 人 |] 积分 
勒 贝 格 积分 | 
1 微 积分 


图 1-5-7 
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二 \ 推 广 的 方式 和 途径 
吴 振 奎 先生 对 数学 推广 的 方式 和 途径 的 描述 见 图 1 -5 -8. 


从 1,2,3,… 到 n 
a 

从 一 维 空间 到 二 维 …n 维 空间 
向 问题 的 纵深 推广 ( 弱化 条 件 ,强化 结论 ) 
类 比 、 横 向 推广 
反 向 推广 
联合 推广 

图 1-5-8 


推广 常用 的 方法 是 :类 比 法 .归纳 法 . 

下 面 我 们 先 来 粗略 地 谈 谈 推广 的 路 子 和 方法 . 

1. 向 高 维 推广 

如 在 代数 中 ,常常 用 到 的 推广 是 从 1,2,…n( 比如 方 次 , 变 元 
个 数 ,…) (三 表示 推广 ). 

如 在 几何 中 的 推广 : 

三 角形 坊 四 边 形 =3…==n 边 形 ; 

直线 形 (或 图 ) 之 多 面体 (或 球 ) ,平面 (二 维 ) 志 立体 (三 维 ) 
>n 维 空间 . 

如 在 三 角 学 中 的 推广 : 

两 角 和 ( 差 )( 或 二 倍 角 ) 问题 三 个 角 和 ( 差 ) (或 三 倍 角 ) 问 
题 一 … 一 ”个 角 和 ( 差 )( 或 风 倍 角 ) 问 题 . 

如 在 微 积分 中 ,常常 遇 到 的 推广 : 

一 元 之 二 元 一 … 一 元 ; 

一 阶 ( 重 ) = 二 阶 ( 重 ) 寺 …=>n 阶 ( 重 ); 
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2. 向 纵深 推广 

比如 结论 在 成 立 的 范围 (条 件 ) 可 作 如 下 推广 . 

(1) 在 代数 (或 分 析 ) 中 结论 成 立 范围 的 推广 方向 : 

自然 数 己 整数 寺 有 理 数 二 实数 寺 复 数 培 … 

(2) 在 几何 中 结论 成 立 范 围 的 推广 方向 : 

特殊 直线 形 ( 直角 三 角形 、 等 腰 三 角形 、 等 边 三 角形 …… )= 
一 般 直 线形 ( 一般 三 角形 )… 

圆 寺 椭 圆 寺 圆 锥 曲线 . 

(3) 在 三 角 学 中 结论 成 立 范围 的 推广 方向 : 

特殊 角 二 小 于 360* 的 角 一 大 于 360?* 的 角 一 负 角 …… 

(4) 在 微 积分 中 ,比如 微分 中 值 定理 的 推广 : 

罗 尔 (M. Rolle) 定 理 = 拉 格 衣 日 定理 改 柯 西 定理 = ee 二 泰 

勒 (B. Taylor) 展开 . 

向 问题 的 纵深 推广 ,还 包括 弱化 命题 条 件 、 强 化 命题 结论 这 
样 一 个 内 容 . 

从 某 种 意义 上 讲 , 前 面 所 述 的 情况 ,表现 为 弱化 条 件 ”, 此 外 
再 如 不 等 式 改进 ( 加 强 、 隔 离 .除去 符号 ……): 

宇 (或 <)=>( 或 < = ) ; 

宇 a( 或 <c) 寺 =b( 或 <d), 这 里 a <b(c>4d). 

将 结论 成 立 的 条 件 前 弱 , 如 微 积分 中 函数 可 积 条 件 改 进 : 

连续 性 有 限 个 间断 点 寺 可 数 个 间断 点 ; 

命题 对 特殊 函数 成 立 之 结论 对 一 般 函 数 成 立 等 . 

3. 类 比 、 横 向 推广 

这 类 推广 又 可 分 为 两 种 :中 同学 科 的 类 比 ;@) 不 同学 科 的 类 
比 . 例如 几何 (平面 与 立体 几何 ) 间 的 类 比 见 图 1 -5 -9. 
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We 
推 | 巷 待人 扒 
| 例 人 
pa 类 比 
他 本 和 


图 1-5-9 


不 同学 科 ( 代数、 几何 三 角 ) 间 的 类 比 见 图 1 -5 -10. 


代数 
Re i 一 一 siniw+cos 如 =] 
ci=a+b’ 
图 1-5-10 


又 如 代数 、 三 角 、 几 何 、 积 分 … 等 式 或 不 等 式 间 的 类 比 见 
图 1 -5 -11. 


三 角 等 式 (不 等 式 ) 
类 几何 等 式 (不 等 式 
代数 等 式 (不 等 式 ) 积分 等 式 (不 等 式 ) 


比 矩阵 等 式 (不 等 式 ) 
图 1-5-11 


95 


此 外 ,还 有 物理 与 数学 的 模仿 或 类 比 等 等 . 

4. 反 向 推广 

我 们 知道 :加 与 减 、 乘 与 除 、 乘 方 与 开 方 、 指 数 与 对 数 、 微 分 与 
积分 …… 均 互 为 逆 运 算 , 更 一 般 的 可 看 作 互 为 反问 题 . 反问 题 中 
当然 包括 逆 命 题 ,这 也 便 是 所 谓 寻 找 命题 成 立 的 充 要 条 件 . 

反问 题 的 研究 也 是 现代 的 数学 家 们 研究 问题 的 一 种 重要 思 
维 方法 . 此 外 ,还 有 所 谓 对 偶 问 题 ( 如 三 角 函 数 中 的 正 、 余 弦 等 ) 也 
可 视 为 同类 . 

5. 联合 推广 

是 将 上 面 各 种 推广 的 几 种 方式 或 部 分 联合 起 来 进行 推广 . 


§3 ”数学 向 其 他 科学 的 扩张 


数学 不 但 与 自然 科学 关系 密切 ,在 社会 科学 领域 也 有 广泛 应 
用 . 随 着 数学 向 这 些 科学 的 渗透 和 扩张 , 随 之 出 现 了 数学 物理 、 生 
物 数学 与 数理 经 济 学 数理 语言 学 等 . 


一 ,数学 向 物理 学 的 扩张 


物理 和 数学 的 关系 由 来 已 久 ,18 世纪 是 数学 与 经 典 力学 结合 
的 黄金 时 期 ,19 世纪 数学 在 电学 和 电磁 学 的 应 用 ,在 剑桥 学 派 的 
工作 下 形成 了 数学 物理 分 支 ,马克 斯 韦 在 1864 年 利用 偏 微 方程 
推导 了 电磁 场 方程 : 


rotH = OSE 
区 o 

rotk = 1 a 
dive 过 = p. 
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正 是 这 组 方程 的 研究 ,预言 了 电磁 波 的 存在 . 给 科学 和 技术 
带 来 了 巨大 的 冲击 . 数学 也 赢得 了 物理 学 尤其 是 电学 的 宠爱 “ 微 
分 方程 进入 理论 物理 学 时 的 婢女 ,但 逐渐 变 成 了 主妇 ”( 爱 因 斯 
坦 ) ,数学 的 作用 为 其 扩张 创造 了 条 件 . 

20 世纪 初 狭义 相对 论 和 广义 相对 论 创 立 ,数学 家 闵可夫 斯 基 
建立 了 “闵可夫 斯 基 空 间 ” ,即将 时 间 与 空间 融合 在 一 起 的 四 维 时 
空 R" ,闵可夫 斯 基 几 何 为 爱 因 斯 坦 狭 义 相 对 论 提供 了 合适 的 数 
学 模型 有 了 闵可夫 斯 基 时 空 模型 后 , 爱 因 斯 坦 进一步 研究 引力 
场 理 论 , 用 以 建立 更 广义 的 相对 论 . 最 后 运用 黎 曼 几何 的 绝对 微 
分 学 , 爱 因 斯 坦 终于 在 1915 年 导出 了 广义 协 变 的 引力 场 方程 : 


R,= -A(T, -387) (& 黎 曼 度 规 张 量 ) 


此 后 ,根据 爱 因 斯 坦 时 空 整体 是 不 均匀 的 ,只 是 在 微小 的 区 
域内 可 以 近似 地 看 作 均 匀 的 理论 . 在 数学 上 ,广义 相对 论 的 时 空 
可 以 解释 为 一 种 黎 曼 空间 , 非 均匀 空间 连续 区 通过 现在 的 黎 曼 度 
量 表述 出 来 , 即 

ds = LZ Emdende, (pb = 1,2) 

广义 相对 论 的 数学 表述 第 一 次 揭示 了 非 欧 几何 的 现实 意义 ， 
成 为 有 史 以 来 数学 应 用 的 伟大 范例 . 

20 世纪 量子 力学 的 创立 是 数学 应 用 物理 的 又 一 经 典 成 果 . 截 
止 到 1925 年 之 前 ,没有 一 种 量子 理论 能 以 统一 的 结构 来 概括 这 
一 领域 已 经 积累 的 知识 . 当时 的 量子 力学 可 以 说 本 质 上 是 相互 独 
立 的 ,有 时 甚至 是 相互 矛盾 的 部 分 的 混合 体 . 1925 年 有 了 进展 ,由 
海 森 堡 的 矩阵 力学 和 由 薛 定 刘 发 展 波动 力学 形成 了 两 大 量子 理 
论 . 这 两 大 理论 融合 在 一 起 的 体系 , 便 成 为 当时 科学 的 急需 ,数学 
在 科学 界 又 起 到 了 决定 作用 . 1927 年 希 尔 伯 特 、 汉 … 诺 依 坚 , 诺 德 
海 姆 合作 的 论文 4《 论 量子 力学 基础 》, 开 始 了 用 积分 方程 分 析 量 子 
力学 的 统一 化 . 冯 : 借 依 曼 进 一 步 将 提炼 出 的 希 尔 伯 特 空间 理 
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论 , 去 解决 量子 力学 的 特征 值 问题 ,并 最 终 将 希 尔 伯 特 的 谱 理 论 
推广 到 量子 力学 中 ,完成 了 量子 力学 公理 化 . 从 爱 因 斯 坦 \ 外 尔 等 
创立 量子 力学 到 冯 。 诺 依 曼 量子 力学 公理 化 建立 ,展现 出 了 数学 
在 物理 中 扩张 的 现实 ,物理 学 成 了 数学 的 应 用 场 ,数学 的 疆 场 . 


二 、 数 学 在 生物 学 中 的 扩张 
数学 在 物理 学 中 扩张 的 同时 ,也 在 生物 学 中 扩张 . 数学 方法 
开始 进入 了 生物 学 研究 . 20 世纪 初 ,皮尔 撑 将 统计 学 应 用 于 遗传 


学 与 进化 论 , 意 大 利 数学 家 伏 尔 泰 拉 , 在 1926 年 提出 著名 的 
方程 : 


dx 
0 i hy 
d=- 


下 = cxy -dy 
成 功 地 解释 了 到 地 中 海 不 同 鱼 种 周期 消长 的 现象 ,从 此 微分 方程 
成 了 建立 各 种 生物 模型 的 工具 . 

20 世纪 50 年 代 ,数学 与 生物 学 结缘 ,发 现 了 脱氧 核糖 核酸 
(DNA) 的 双 螺 旋 结 构 ,从 而 拉 开 抽象 拓扑 学 与 生物 学 结合 的 序 
幕 ,凭借 现代 实验 技术 ,使 生物 学 家 看 到 在 电子 显微镜 下 的 DNA 
的 双 螺 旋 有 缠绕 和 纽 结 . 这 里 将 DNA 的 纽 结 解 开 ,再 复制 为 DNA 
结构 是 拓扑 学 的 功能 所 在 . 早 在 19 世纪 高 斯 就 讨论 过 的 数学 纽 
结 问 题 ,预言 “对 两 条 封闭 曲线 或 无 限 长 内 线 的 缠绕 情况 进行 计 
数 ,将 是 位 置 几何 (拓扑 学 ) 与 度量 几何 的 边缘 领域 的 任务 ” ,今天 
竞 成 为 揭示 生命 奥秘 DNA 结构 研究 中 的 任务 . 随 着 后 来 纽 结 问 
题 取得 进展 ,关于 纽 结 新 的 不 变量 一 一 琼斯 多 项 式 发 现 ,生物 学 
家 有 了 对 DNA 纽 结 分 类 的 工具 . 

20 世纪 60 年 代 ,CT 扫描 仪 的 发 明 , 是 数学 方法 在 医学 诊断 
上 的 应 用 . 1963 ~ 1964 年 美 籍 物理 学 家 科 马 克 发 表 了 计算 人 体 不 


98 


同 组 织 对 射线 吸收 量 的 数学 公式 ,解决 了 计算 机 断层 扫描 的 理 
论 问题 , 科 马 克 的 计算 公式 运用 了 积分 几何 中 拉 东 变换 : 


f(x) = | fx)dex. 
科 马 克利 用 拉 东 变换 进行 一 套 计算 : 
dl 
rT -f(x,y) os 


1s:=0=L, 
1 = he ffx,r) dx 


4 
记 g = m7 = J fx,y) ds. 


式 中 

一 一 X 射线 穿 人 人 体 组 织 前 的 强度 ; 

/一 一 穿 人 后 射线 的 强度 ; 

几 x,y) 一 一 沿 上 变化 时 人 体 组 织 对 射线 的 吸收 系数 . 

数学 的 应 用 ,解决 了 这 一 研究 中 的 难题 ,进一步 用 计算 机 建 
构 人 体 组 织 模 断 面 图 . 由 于 数学 在 生物 学 中 应 用 的 奇特 成 果 , 数 
学 在 生物 学 开辟 了 新 的 疆 场 , 随 之 生物 数学 应 声 出 场 ,生物 统计 、 
生物 动力 系统 ,生物 控制 论 也 出 现 了 ,数学 已 扩张 到 生物 学 科 了 . 

三 \ 数 学 在 经 济 学 中 的 扩张 

20 世纪 40 年 代 以 来 经 济 学 研究 数字 化 ,导致 数学 在 经 济 学 
领域 的 扩张 . 数学 在 经 济 学 中 的 扩张 是 以 数学 家 汉 “ 诺 依 曼 、 摩 
根 斯 顿 在 (博弈 论 与 经 济 行为 ) 提 出 竞争 的 数学 模型 ,并 应 用 经 济 
问题 研究 ,这 些 成 了 现代 数理 经 济 学 的 开端 . 20 世纪 中 叶 前 苏联 
数学 家 康 托 洛 维 奇 和 美国 数学 家 丹 齐 格 各 自 创 立 的 线性 规划 论 ， 
在 20 世纪 50 年 代 被 美国 科学 家 库 普 曼 斯 应 用 于 经 济 学 大 获 
成 功 . 
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20 世纪 50 年 代 以 来 数理 经 济 学 由 于 公理 化 方法 的 引进 取得 
进展 . 通过 数学 家 和 经 济 学 家 的 努力 ,对 一 般 经 济 均衡 理论 给 出 
了 严格 的 公理 化 表述 ,从 此 公理 化 方法 使 之 成 为 现代 经 济 学 研究 
的 基本 方法 ,这 一 工作 中 美 籍 数学 家 ,经济 学 家 德 布 洛 作出 重大 
贡献. 

20 世纪 70 年 代 , 随 机 分 析 也 进入 经 济 学 领域 ,布莱克 和 斯 科 
尔 斯 将 期 权 定价 问题 归结 为 随机 微分 方程 的 解 ,从 而 导出 著名 期 
权 定 价 公式 , 即 布莱克 一 斯 科 尔 斯 公式 : 

C (E) = SN(d) -HN(d,) (1) 


_ ln(S/E) + (r+0.56°)t 
5 
In(S/E) + (r -0.56°)t 
5 
= 由 -5 (3) 
布莱克 一 斯 科 尔 斯 理论 为 金融 数学 方面 的 一 项 突破 ,后 又 被 
进一步 完善 . 许多 经 济 学 研究 因 使 用 数学 方法 ,取得 成 功 ,而 获 诺 
贝尔 奖 ， 


四 、 数 学 在 其 他 领域 的 扩张 简介 


数学 在 语言 学 上 的 扩张 ,20 世纪 以 来 数学 渗透 到 了 形态 学 、 
句法 学 .词汇 学 语音 学 .语义 学 的 各 个 分 支 ,逐渐 形成 了 “数理 语 
言 学 "这 一 学 科 , 用 数学 方法 研究 语言 现象 并 加 以 定量 化 和 形式 
化 的 描述 ,其 中 使 用 了 概率 论 与 数理 统计 、 数 理 逻 辑 、 集 合 论 、 图 
论 、 信 息 论 方法 公理 化 方法 .数学 模型 方法 、 模 糊 数学 方法 等 一 
系列 方法 ,取得 出 人 意料 的 结果 . 这 种 现象 更 促使 了 数学 在 语言 
领域 的 扩张 . 

数学 在 政治 学 相关 领域 中 的 应 用 在 斯 普 林 格 出 版 社 纽约 分 
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d, (2) 


社 出 版 的 《应 用 数学 的 模型 》 一 书 中 有 具体 论述 . 

数学 在 现代 管理 科学 的 扩张 ,例如 运筹 方法 的 广泛 而 深入 应 
用 尤为 突出 . 数学 和 计算 机 方法 为 决策 优化 提供 了 理论 和 方法 . 

数学 在 军事 理论 中 的 应 用 ,尤其 在 计算 机 问世 以 来 更 为 突 
出 . 数学 理论 与 方法 使 军事 理论 数量 化 、 精 密 化 的 程度 越 来 越 高 . 
如 军事 运筹 学 应 用 数学 方法 与 分 析 军 事 作 战 及 有 关 行 动 ,寻求 最 
优 决策 ,研究 军队 日 常 管理 作战 指挥 运筹 .武器 装备 发 展 、 国 防 
战 决策 等 问题 ;数理 战术 学 运用 数学 方法 对 作战 过 程 中 最 本 质 的 
规律 作 抽象 的 描述 和 处 理 ,建立 起 公理 化 数学 模型 ,用 数学 方法 
演绎 一 套 战术 理论 和 原则 ;计算 机 模拟 作战 可 以 在 很 短 时 间 内 模 
拟 一 个 很 长 的 战斗 过 程 ,并 显示 各 种 可 能 结果 ,使 军事 指挥 员 选 
择 有 利 自己 的 方案 . 

数学 在 历史 学 科 的 应 用 ,主要 是 统计 学 ,突破 了 传统 研究 的 
局 限 ,成 为 历史 研究 中 计量 的 革命 . 

数学 在 其 他 领域 的 应 用 ,我 们 已 知 重要 的 如 20 世纪 优选 法 
的 应 用 在 中 国 取得 成 果 . 

由 上 述 成 果 , 可 知 数学 的 扩张 非常 迅速 ,数学 的 扩张 已 成 为 
现实 . 
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数学 的 发 展 和 扩张 中 , 出现 了 许多 有 意义 的 现象 :猜想 与 悖 
论 , 由 于 这 些 现 象 数 起 人 们 对 数学 的 兴趣 ,这 一 章 就 简单 谈 一 谈 
数学 中 的 猜想 和 人 悖 论 . 

前 面谈 到 数学 思维 . 数学 思维 隶属 思维 的 范畴 ， 

思维 是 人 脑 对 客观 事物 的 本 质 、 相 互 关系 及 其 内 在 规律 的 概 
括 和 间接 反映 . 认识 客观 事物 的 本 质 属性 ,其 加 工 的 主要 方法 是 
抽象 . 猜想 (或 假说 ) 就 是 思维 逻辑 的 一 种 形式 . 

人 们 在 长 期 的 生产 .生活 实践 中 积累 了 一 些 感性 材料 , 随 着 
时 间 的 推移 ,阅历 面 的 扩大 ,积累 的 材料 增多 ,对 客观 世界 的 认识 
也 逐渐 加 深 . 这 时 ,人 们 对 这 些 有 限 的 \ 不 完整 的 资料 进行 分 析 ， 
试图 找 出 某 种 规律 性 的 东西 ,提出 一 种 说 法 ,对 客观 事物 的 已 知 
性 质 做 统一 概括 地 说 明 . 这 种 从 分 析 有 限 的 \ 不 完整 的 资料 中 提 
出 的 东西 ,不 一 定 具 有 真理 性 . 我 们 把 这 种 没有 得 到 充分 的 实践 
检验 或 理论 检验 的 说 法 , 称 为 假说 ,猜想 或 假设 . 

恩格斯 对 假说 在 自然 科学 中 的 作用 了 予以 高 度 评价 ,他 说 :只 
要 自然 科学 思维 着 , 它 的 发 展 形式 就 是 假说 . ”( 恩 格 斯 《自然 辩证 
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法 》). 数学 是 一 门 精密 的 科学 ,但 它 的 发 展 也 离 不 开 假说 . 

假说 虽然 不 一 定 具 有 真理 性 ,但 总 是 为 要 解释 某 一 种 现象 而 
提出 的 ,作为 科学 思维 的 假说 还 是 要 具有 一 定 的 事实 为 基础 ,不 
能 是 随意 的 猜测 . 作为 假说 一 般 分 为 4 个 步骤 :中 问题 的 提出 . 提 
出 问题 在 某 种 意义 上 比 解 决 问题 更 为 重要 . @ 假 说 的 准备 . 问题 
提出 后 ,要 观察 研究 事物 或 关系 的 各 方面 ,积累 有 关 材 料 , 还 要 详 
尽 地 了 解 和 接触 前 人 对 有 关 事 物 研 究 的 分 析 . @ 假 说 的 提出 . 对 
自己 拥有 的 直接 经 验 和 间接 经 验 材料 进行 抽象 , 找 出 共性 和 规律 
性 的 东西 ,研究 这 个 事物 或 现象 的 各 种 可 能 解释 , 找 出 一 种 较 完 
善 的 说 法 . 假说 的 提出 有 两 种 基本 方式 :归纳 和 淹 因 . @ 假 说 的 验 
证 . 假说 形成 之 后 ,还 要 返回 来 尝试 着 解释 , 即 从 目前 关于 这 个 事 
物 的 性 质 和 有 关 规 律 , 对 它 作 一 番 验 证 . 如 果 连 一 些 最 基本 的 相 
关 问 题 都 不 能 准确 解释 ,或 者 矛盾 ,那么 就 需要 修改 . 

假说 是 不 断 演变 的 ,因为 它 是 未 经 证 实 的 论说 . 因此 ,假说 在 
不 断 验证 的 过 程 中 ,反复 的 洗 练 ,进而 修正 它 ,丰富 它 ,使 其 接近 
客观 真理 . 

在 数学 中 ,假说 被 称 为 猜想 ,数学 中 的 猜想 很 多 ,这 里 选取 一 
些 狂 想 的 例子 奉献 给 读者 并 将 其 研究 过 程 和 结果 作 以 简介 ,以 求 
读者 在 学 习 和 研究 中 汲取 教 益 . 


一 、 哥 德 巴赫 猜想 


1742 年 哥 德 巴赫 在 给 欧 拉 的 一 封 信 中 提出 这 样 的 猜想 : 

每 个 偶数 是 两 个 素数 之 和 ;每 个 奇数 是 3 个 素数 之 和 . 

哥 德 巴赫 猜想 略 经 修改 后 较 严格 的 表述 为 :每 个 不 小 于 6 的 
偶数 可 以 表示 成 两 个 奇 素数 之 和 ,每 个 不 小 于 9 的 奇数 可 以 表示 
成 两 个 奇 素数 之 和 |. 

这 一 猜想 , 至今 已 300 多 年 ,直至 20 世纪 才 有 本 质 性 进展 . 从 
1920 年 哈代 ( Hardy ) 和 李 特 尔 伍德 (J.E. littlewood ) 创造 圆 法 并 应 
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用 于 数论 ,使 停滞 的 哥 德 巴 替 猜 想 研究 开始 松动 . 1923 年 在 黎 曼 
猜想 的 前 提 下 证 明了 :每 个 充分 大 的 奇数 可 以 表示 3 个 奇数 之 
和 . 继而 ,挪威 数学 家 布朗 (V. Brun) 利用 他 的 新 得 法 证 明了 每 个 
大 偶数 都 是 素 因子 个 数 均 不 超过 9 的 整数 之 和 . 经 后 来 数学 家 的 
研究 已 取得 进展 ,最 近 的 成 果 为 : 王 元 的 |2,31 (1957 年 ) , 潘 成 洞 
11,5} (1962 年 ) ,欧洲 帮 有 别 里 等 证 明了 1 1 ,31 ,陈景润 证 明了 |1， 
21 (1973 年 ) ,陈景润 的 证 法 是 “得 法 理论 的 光辉 项 点" ,但 未 能 最 
终 突破 11,1| 的 证 明 . 这 还 有 赖 于 后 人 努力 . 


二 .连续 统 假设 


基数 (或 势 ) 是 集合 论 中 的 基本 概念 之 一 , 它 是 自然 数 概念 的 
扩张 ,也 是 对 无 穷 大 概念 的 另 一 种 度量 分 类 . 

自然 数 全 体 的 基数 称 为 可 列 ( 或 可 数 的 ) ,通常 论 作 No, 实 数 
全 体 的 基数 称 为 连续 统 基 数 Ni ,集合 4 的 基数 或 势 通常 用 4 
表示 . 

伯 恩 斯 坦 ( 下 . Bernstein ) 曾 证 明 , 若 Ny 为 两 个 集合 的 势 , 若 
入 三 人 ,上 且 人 < 入 , 则 入 = 

1882 年 ,现代 集合 论 创始 人 康 托 尔 提出 了 连续 统 假设 : 

若 把 所 有 超 限 基数 按 从 小 到 大 的 顺序 加 以 排列 : N,N，， 
N,,… 则 2 = N,, 妈 自然 数 集 N 的 寡 的 集合 的 基数 是 大 于 自然 
数 集合 数 中 的 最 小 基数 的 . 此 即 是 前 文 希 尔 伯 特 23 个 问题 中 的 
第 1 个 问题 . 1963 年 美国 数学 家 柯 恩 证 明了 :连续 统 假设 的 真 伪 
不 可 能 在 策 梅 洛 一 弗兰克 尔 公 理 系统 内 判别 . 柯 恩 证 明 中 采用 的 
一 种 称 之 为 “强迫 法 "的 新 方法 ,已 在 集合 中 得 到 广泛 使 用 . 


三 \ 开 普 勒 (Kepler) 猜想 
1611 年 德国 天 文学 家 开 普 勒 在 叙述 一 种 箱 装 球 的 方法 ,认为 
最 节省 的 方法 是 : 
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体积 为 了 的 箱子 , 装 "个 半径 为 "的 球 , 则 = 42a7 公称 为 


“ 箱 装 球 的 密度 ”, 显 然 它 的 p < 1. 
开 普 勒 猜想 : 


dnmr/3 _ Tn 
= 三 - 工 -( ~0.740480489…) 
V “3 全 


= TT 是 最 佳 的 
且 p = 3 和 是 最 佳 的 


此 问题 , 即 前 文 希 尔 伯 特 23 个 问题 中 的 第 18 个 问题 的 第 3 
部 分 . 对 于 平面 的 情形 ,高 斯 早已 给 予 解决 . 1990 年 美国 加 州 大 学 
伯克利 分 校 的 项 武义 写 了 长 篇 论文 ,声称 已 解决 了 开 普 勒 猜想 ， 
但 仍 未 能 为 数学 家 一 致 认可 . 


四 、 黎 曼 猜 想 


黎 曼 的 猜想 由 于 它 在 数论 和 在 函数 论 中 的 位 置 ,因而 在 没有 
解决 的 数学 猜想 中 占据 着 重要 地 位 , 黎 曼 1859 年 的 猜想 为 : 


在 带 状 区 域 0<8<1 中 , 黎 曼 函数 人 (5) = 2 上 的 零点 都 


位 于 直线 8 = z 上 . 


自 黎 曼 猜想 提出 后 ,引导 了 解析 数论 中 的 许多 重要 发 现 ,但 
本 身 证 明 进 展 甚 微 ,此 猜想 被 收入 希 尔 伯 特 的 23 个 问题 ,当时 ， 
有 人 估计 黎 曼 猜想 获得 解决 无 望 . 不 过 有 布尔 巴 基 学派 的 学 者 ， 
在 其 他 领域 中 证 明了 相应 的 黎 曙 猜想. 


五 . 庞 加 莱 猜 想 


庞 加 莱 猜 想 是 拓扑 学 中 着 名 问题 和 基本 问题 . 从 拓扑 学 中 我 
们 知道 :任意 一 个 二 维 单 联通 闭 曲面 与 二 维 球面 同 胚 ( 拓扑 等 
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价 ).“ 单 连通 " 指 的 是 :在 曲面 上 任意 画 一 个 圈 , 如 果 不 离开 曲线 
面 的 情形 下 这 个 闭 圆 可 缩 为 一 点 ,此 曲线 称 为 单 连通 曲面 . 因此 
二 维 球面 是 单 连通 曲面 . 环 面 则 不 是 . 就 是 说 : 单 连 通 性 是 球面 的 
特性 . 

1904 年 庞 加 莱 猜 测 三 维 情形 应 是 同样 的 : 

任何 一 个 三 维 的 单 连 通 闭 流 形 必 与 三 维 球面 同 胚 . 

后 人 又 将 庞 加 莱 猜 想 推广 到 n 维 情形 一 一 广义 庞 加 莱 猜 想 . 

被 誉 为 "通才 "的 庞 加 莱 试 图 证 明 自 己 的 猜想 ,但 未 能 如 愿 . 
直到 1960 年 美国 数学 家 斯 梅 尔 (S. Smale ) 才 取 得 第 一 个 突破 ,他 
证 明了 庞 加 莱 猜 想 对 于 五 维和 五 维 以 上 是 成 立 的 ,但 斯 梅 尔 的 方 
法 用 于 三 维 、 四 维 的 情形 却 行 不 通 . 1980 年 美国 费 里 德 曼 宣告 证 
明了 四 维 庞 加 莱 猜 想 . 2006 年 6 月 ,中国 科 学 家 中 山大 学 朱熹 平 
教授 和 旅 美 数学 家 、 清 华 大 学 讲 席 教授 曹 怀 东 对 庞 加 莱 猜 想 给 出 
了 完全 的 证 明 . 至 此 ,国际 数学 界 关 注 上 百年 的 重大 难题 一 一 庆 
加 莱 猜 想 , 被 科学 家 完全 破解 ,而 且 是 中 国 科学 家 完成 “最 后 封 
项 "工作 . 

假想 (或 猜想 ) 的 例子 还 有 许多 , 它 作 为 一 种 思维 形式 存在 
着 ,活跃 着 思维 ,创造 和 完善 着 数学 . 


§2 ”数学 危机 与 数学 悖 论 


数学 中 记载 着 一 些 悖 论 . 每 一 次 数学 危机 都 伴随 一 些 悖 论 的 


出 现 . 
关于 悖 论 , 历 史上 ,人 们 通常 把 导致 逻辑 矛盾 的 命题 形成 语 
句 称 为 悖 论 , 守 旧 派 甚至 把 冲破 传统 观念 的 局 限 性 的 束缚 引入 的 
新 概念 新 方法 也 称 之 为 悖 论 . 

目前 关于 悖 论 的 定义 有 几 种 ,有 的 条 件 太 严 ,使 得 外 延 太 小 ; 
有 的 条 件 过 松 ,导致 外 延 过 大 . 作者 倾向 于 王 仲春 先生 给 出 的 
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定义 : 

如 果 某 一 个 理论 中 ,能 够 推出 两 个 互相 矛盾 的 命题 或 语句 ， 
或 者 该 系统 中 能 证 明 两 个 互相 矛盾 的 等 价 命题 或 语句 , 则 称 该 系 
统 中 包含 有 悖 论 . 如 果 这 个 悖 论 能 陈述 一 种 命题 的 形式 或 语句 ， 
又 称 这 个 命题 形式 和 语句 是 该 系统 中 的 一 个 悖 论 . 实际 上 , 悖 论 
是 一 个 相对 概念 , 即 悖 论 是 对 一 个 理论 系统 而 言 的 . 另外 , 悖 论 是 
一 个 系统 中 的 逻辑 矛盾 ,并非 所 有 逻辑 矛盾 都 是 悖 论 . 下 面 仅 举 
几 例 . 

一 \ 悖 论 举例 

1. 第 一 次 危机 与 芝 诺 悖 论 

在 古典 希腊 数学 中 ,希腊 人 在 理性 活动 的 早期 ,已 经 接触 到 
了 无 限 性 、 连 续 性 等 概念 并 对 这 些 概 念 进行 探讨 . 自 希 腊 波 斯 战 
争 (前 492 ~ 前 449) 之 后 ,由 于 希腊 成 为 希腊 政治 与 经 济 文化 的 
中 心 , 数 学 也 走向 繁荣 . 毕 达 哥 拉 斯 学 派 认为 宇宙 万 物 缘 依赖 于 
整数 的 理论 由 于 不 可 公 度 量 ( 无 理 数 ) 的 发 现 而 受到 动 播 . 当时 发 
现 /2 和 V2 之 外 的 无 理 数 ,这 些 “ 怪 物 " 困惑 着 古 希 腊 数 学 家 . 数学 
中 出 现 了 一 些 逻 辑 困难 ,导致 历史 上 第 一 次 数学 危机 . 芝 诺 作为 
毕 达 哥 拉 斯 派 的 成 员 , 提 出 了 著名 的 悖 论 ,把 无 限 性 、 连 续 性 概念 
所 遭遇 的 困难 ,通过 悖 论 提示 出 来. 

(1) 两 分 法 悖 论 ”运动 的 物体 到 达 目 的 地 前 必须 到 达 半 路 上 
的 点 ,比如 说 物体 通过 4 到 8, 必 须 先 达到 C, 为 达到 C 必须 先 达 
到 D…… 换 言 之 , 若 空间 无 限 可 分 ,从 而 有 限 长 度 含 无 限 多 的 点 ， 
这 就 不 可 能 在 有 限时 间 内 通过 有 限 长 度 . 
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也 有 人 将 此 悖 论 理解 为 :要 通过 有 限 长 度 , 须 通过 无 穷 多 的 
点 ,这 即 意味 着 必须 到 达 没 有 终点 的 某 种 东西 的 终点 . 这 样 运动 
将 不 存在 . 

(2) 阿 基 里 斯 和 乌龟 赛跑 ” 阿 基 里 斯 ( Achilles) 是 希腊 神话 
中 的 人 物 , 传 说 他 跑 得 非常 快 ,乌龟 则 胞 得 很 慢 ,但 阿 基 里 斯 永远 
追 不 上 在 他 前 面 的 乌龟 ,因为 他 作为 追赶 者 首先 必须 到 达 被 追 者 
出 发 之 点 ,而 行动 较 慢 的 被 追 者 总 是 跑 在 前 头 . 

例如 阿 基 里 斯 速度 是 乌龟 的 大 倍 (上 > 1) ,乌龟 在 阿 基 里 斯 前 
面相 距 a 处 , 当 阿 基 里 斯 达到 乌龟 出 发 点 时 ,乌龟 又 向 前 息 了 
a/k, 当 又 追 各 ee 这 样 被 追赶 者 总 是 在 追 者 的 前 面 , 故 阿 基 里 斯 
永远 追 不 上 乌龟 . 

(3) 飞 矢 不 动 飞行 的 箭 在 任 一 确定 的 时 刻 静 止 在 空间 的 一 
个 确定 位 置 ,把 时 间 看 作 各 个 瞬间 组 成 时 , 即 得 出 :飞行 中 的 箭 是 
不 动 的 . 

(4) 操 场 (或 游行 队伍 ) 问 题 一 组 物体 沿 跑道 挨 着 另 一 组 
个 数 相同 的 物体 彼此 相向 移动 ,一 组 是 从 末端 出 发 , 另 一 组 是 从 
中 间 开 始 移动 ,两 者 移动 速度 一 样 ,可 知 一 半 的 时 间 等 于 双 倍 的 
时 间 . 

对 于 三 列 点 4.B、C, 若 点 列 4 保持 不 动 ,点 列 B.C 沿 相反 方 
向 做 等 速 运 动 ,在 最 小 的 时 间 单 位 里 ,B 向 左 移动 一 位 ,C 向 右 移 
动 一 位 ,这 样 C 相对 于 B 向 右 移动 了 两 位 ,由 此 得 出 一 个 时 间 单 
位 与 它 的 双 倍 相等 . 如 图 1 -6 -1. 
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上 面 4 个 悖 论 ,是 从 亚 里 土 多 德 ( Aristotle ) 驳斥 芝 诺 观点 时 
陈述 的 (在 他 所 著 《 物 理 ) 一 书 中 ). 

2. 第 二 次 危机 

在 18 世纪 初期 , 微 积 分 刚刚 诞生 , 当 人 们 发 现 牛顿 、 莱 布 尼 
茨 在 微 积 分 中 的 不 严格 之 处 ,尤其 关于 无 穷 小 量 是 否 是 o 的 问题 
引起 争论 . 爱 因 斯 坦 称 这 次 争论 为 蛙 鼠 之 战 . 当时 有 数学 家 攻击 
生 顿 关于 无 穷 小 量 的 混乱 假设 ,并 指责 以 归纳 代替 演绎 ,如 : 求 寡 
x" 的 流 数 ,牛顿 假设 x 有 一 小 增 量 。 并 以 它 除 x" 流 数 的 增 量 
(x+o) -x", 使 x" 流 数 的 增 量 与 o。 相 比 ,然后 又 让 0o 消失 ,得 到 
x" 的 流 数 nx 

伯 克 莱 指出 这 里 的 增 量 o。 的 假设 前 后 矛盾 ,是 “分 明 的 诡 
辩 ” 他 提出 了 悖 论 : ”这些 消去 的 增 量 是 什么 呢 ? 它们 既 不 是 有 
限量 ,也 不 是 无 限 小 ,又 不 是 零 ,难道 我 们 不 能 称 它 们 为 消逝 量 的 
鬼魂 吗 ?” 莱 布 尼 芯 也 遭 到 非 难 ,认为 其 正确 结论 是 通过 错误 的 原 
理 出 发 ,通过 “错误 的 抵消 "而 得 出 的 . 1831 年 高 斯 也 表达 了 他 对 
“实际 无 穷 的 恐惧 ”. 

伯 克 莱 对 微 积 分 的 攻击 主要 是 出 于 宗教 动机 , 目的 是 说 明 
“ 流 数 术 " 不 比 基 督 教义 “更 清楚 " “更 明白 ”. 虽然 伯 克 莱 出 于 宗 
教 动机 ,但 是 他 的 许多 批评 是 切中 要 害 的 ,在 客观 上 揭露 了 早期 
微 积 分 的 缺陷 . 这 一 争论 ,使 得 欧洲 大 陆 数学 使 用 代数 化 途径 克 
服 微 积分 的 困难 ,其 中 欧 拉 和 拉 格 朗 日 为 微 积 分 的 严格 化 表述 提 
供 了 内 核 . 

3. 第 三 次 危机 和 罗素 悖 论 

数学 的 严格 基础 是 自 希 腊 数 学 以 来 数学 家 们 追求 的 目标 ,在 
19 世纪 未 分 析 严 格 化 中 出 现 了 集合 论 . 这 样 ,在 经 历 两 次 危机 后 ， 
好 像 给 数学 家 和 数学 的 严格 性 带 来 了 永远 摆脱 危机 的 希望 . 于 是 
庞 加 莱 便 在 1900 年 巴黎 国际 数学 家 大 会 上 宣称 : ”现在 可 以 说 ， 
完全 的 严格 性 已 经 达到 了 ,，" 但 就 在 第 二 年 ,1902 年 罗素 就 提出 了 
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简单 明了 的 “ 悖 论 ” ,打破 了 人 们 的 希望 ,也 引起 了 数学 上 的 又 一 
场 争论 . 

(1) 罗 素 悖 论 哲人 罗素 在 1902 年 提出 : 

将 集合 分 为 两 种 ,一 种 是 集合 4 亦 是 它 的 元 素 , 即 4 e 4. 例如 
所 有 集合 的 集合 就 属于 这 一 种 . 人 们 称 这 种 集合 为 本 身 的 分 子 
集 . 另 一 种 集合 4 不 是 它 的 元 素 . 即 A #4. 例如 自然 数 就 属于 这 一 
种 集合 . 人 们 称 这 种 集合 为 非 本 身分 子 集 . 现 将 所 有 集合 按 此 标 
准 分 为 两 类 ,一 类 是 所 有 本 身分 子 集 , 另 一 类 是 所 有 非 本 身分 子 
集 . 现在 问 : “所 有 非 本 身分 子 集 组 成 的 集 是 哪 一 种 集合 ?" 为 了 叙 
述 方便 . 不 妨 把 所 有 不 属于 自己 的 那些 集合 记 为 了 ,试问 集合 7 是 
否 也 是 一 种 不 属于 自己 的 集合 ? 

即 构造 了 = |xlx gx| ,试问 Te 了 7 是否 成 立 ? 

若 假定 Te7, 由 了 的 定义 将 导致 了 7 反之 , 若 假 定 7eT， 
又 由 定义 导致 了 e 了 

这 个 悖 论 使 用 的 论证 方法 很 简单 , 且 在 数学 中 常用 , 故 它 很 
有 名 . 

这 个 悖 论 的 通俗 提 法 是 : 某 村 有 一 位 理发 师 , 当地 规定 这 位 
理发 师 必须 而 且 只 能 给 该 村 所 有 不 自己 刮 胡子 的 人 刮 胡子 ,试问 
这 位 理发 师 的 胡子 由 谁 给 他 刮 ? 

这 里 若 假 定理 发 师 的 胡子 由 他 自己 刮 ,这 与 规定 “只 能 给 不 
自己 刮 胡子 的 人 刊 ” 不 符 , 他 不 应 给 自己 刊 胡 子 ; 若 假 定 他 的 胡子 
由 别人 来 刊 , 按 规定 他 必须 给 “不 自己 刮 胡子 的 人 刊 胡 子 ” , 那 他 
的 胡子 又 应 自己 刮 ,这 样 无 论 如 何 总 会 导致 矛盾 . 

(2) 布 拉 里 一 福 蒂 ( Bruali - Forti ) 悖 论 这 是 1897 年 由 布 拉 
里 (Bmuali) 和 福 蒂 ( Forti) 提 出 的 . 

设 下 为 由 序数 全 体 构成 的 集合 :WW = 10,1,2,…,w,…| , 则 
WW 为 良 序 集 . 

又 设 人 为 WW 的 序数 ,作为 WW 的 元 素 的 序数 都 比 2 小 ,但 是 ， 
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W 是 一 切 序数 的 集合 , 故 序数 QeW, 故 02< 人 2 矛盾 . 
(3) 康 托 尔 悖 论 ” 康 托 尔 在 1883 年 证 明了 : 任 一 集合 的 基 
数 ,小 于 这 一 集合 的 寡 集 合 (全 体 子 集 组 成 的 集合 ) 的 基数 . 
1899 年 , 康 托 尔 发 现 : 若 记 集合 U 的 宕 集合 为 P( U ) ,试问 集 
合 U 和 集合 P( U ) 的 基数 ( 势 ) 娜 个 大 
由 康 托 尔 定理 应 有 U < P(U ) (这 里 U 表 示 U 的 基数 ) ;但 又 
据 子 集 关 系 P( U ) 为 U 的 子 集 , 又 应 有 U=P(U ) ,矛盾 . 
(4) 抛 球 悖 论 ”这 个 悖 论 是 哲学 家 布莱克 根据 芝 诺 悖 论 略 加 
修改 得 到 的 关于 时 间 的 悖 论 : 一 个 球 在 4 框 停 一 分 钟 , 传 到 8B 框 


停 二 分 钟 ,再 传 给 4 个 二 分 钟 , 又 传 给 在 B 停 [十] 分钟 …- 
如 此 往复 做 下 去 . 试问 球 在 4 中 还 是 在 中 ,显然 在 A 框 不 对 ,在 
8 框 也 不 对 ,因为 数列 | 2* ] 不 存在 最 后 一 项 


(5) 理 查 德 ( Richard ) 悖 论 (说 谎 者 悖 论 ) 1905 年, 理 查 德 
(Richard ) 提出 下 面 的 悖 论 ; 

“不 可 用 少 于 100 个 字 而 定义 的 最 小 自然 数 " 实际 上 可 由 本 
语句 在 100 个 字 以 内 定义 之 ,这 是 一 个 矛盾 . 

该 悖 论 实例 是 下 面 古 希 腊 的 克 里 特 ( Grete ) 岛 说 谎 者 悖 论 的 
发 展 : 

克利 特 ( Grete) 岛 上 的 埃 皮 明 迪 斯 (Epimenids) 说 : “克利 特 岛 
上 的 人 都 是 说 谎话 的 人 . "试问 这 名 话 是 真 话 还 是 谎话 ? 

这 里 车 假定 他 的 话 是 真 话 ,根据 他 的 话 及 他 又 是 该 岛 上 的 
人 ,可 推出 他 的 话 是 谎话 ;又 车 假定 他 这 句 话 是 谎话 ,及 他 又 是 该 
岛 上 的 人 ,可 推出 他 的 话 是 真 话 . 

集合 论 中 的 “ 悖 论 ” ,动摇 了 集合 论 的 基础 ,因而 对 整个 数学 
产生 了 强烈 影响 ,这 些 曾 被 称 为 数学 史上 的 第 三 次 危机 . 由 于 这 
次 的 冲击 ,使 得 一 些 著名 数学 家 也 觉得 悲观 ,比如 外 尔 (C. H. H. 
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Weyl) 曾 说 :“ 数 学 的 最 后 基础 和 终极 意义 仍旧 没有 解决 ,我 们 不 
知道 沿 着 哪 一 个 方向 去 寻找 最 后 的 解答 ,甚至 也 不 知道 我 们 是 否 
能 够 希望 找到 一 个 最 后 的 客观 的 回答 . ” 

数学 家 为 了 消除 上 述 矛 盾 现 象 ,提出 各 种 不 同 的 解决 方案 . 
近 百 年 过 去 了 ,数学 界 至 今 未 能 给 出 解决 此 问题 的 完善 方案 . 

但 是 集合 悖 论 的 研究 ,对 于 数学 基础 理论 .逻辑 学 ,哲学 等 均 
有 重要 意义 ,近代 数学 的 三 大 流派 (逻辑 主义 派 、 直 觉 主义 派 \ 形 
式 公理 派 ) 的 形成 和 发 展 均 来 自 悖 论 问题 的 研究 . 

4. 其 他 惊 论 举例 

除了 集合 论 的 悖 论 外 ,在 数学 其 他 分 支 上 的 悖 论 也 是 屡 见 不 
鲜 , 许 多 新 概念 的 诞生 ,大 都 会 招来 一 些 导论 (有 些 是 反例 ) ,这 也 
导致 新 概念 的 修正 与 完善 ,这 里 简 述 几 例 . 

(1) 数 的 悖 论 ”负数 的 引入 曾 使 当年 著名 物理 学 家 帕斯卡 
(EE. Pascal ) 认 为 是 “胡说 八道 ”, 他 的 密友 阿尔 诺 ( A. Arnauld ) 别 
出 心 裁 地 说 道 :“( -1) :1 = 1 :( -1), 即 较 小 数 : 较 大 数 = 
较 大 数 : 较 小 数 ,荒唐 1!” 显然 又 是 一 个 悖 论 . 

(2) 对 数 In( -1) 约翰 : 伯 努 利 (J. Bernoulli) 讨 论 积分 : 


> 加 be 一 -让 | rp re ， 


1 、 ; 1 w+ai 
= -0 I(x +ai) -In(x -ai)] SR 


此 后 他 与 莱 布 尼 茨 讨论 In( -1) 的 意义 时 认为 In( -1) 是 实 
数 ,而 莱 布 尼 茨 断定 In( -1) 是 虚数 . 
(3) 函数 中 的 悖 论 诸如 函数 连续 性 的 悖 论 , 下 面 再 看 两 例 . 
柯 西 兽 认 为 :连续 函数 的 收敛 级 数 的 和 是 连续 的 ， 
阿 贝尔 给 出 : 
sin(2n +1)x 


Ax) = 2 27 +1 
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在 x = km(k = 0,+l,+2,…) 处 不 连续 . 

处 处 连续 处 处 不 可 导 例 子 的 构造 ,对 于 函数 连续 与 可 导 判 定 
也 是 一 种 挑战 . 

(4) 曲 线 论 中 的 悖 论 ”曲线 是 什么 ?这 是 一 个 难以 说 清楚 的 
概念 . 
1887 年 车 尔 当 给 出 曲线 的 一 个 定义 :连续 移动 着 的 点 的 
轨迹 . 

可 3 年 后 (1890 年 ), 皮 亚 诺 构造 了 能 填 满 整个 空间 的 曲线 . 

由 此 , 庞 加 莱 (J. H. Poincare) 认 为 车 尔 当 的 定义 太 宽 了 ,必须 
修正 . 

但 后 来 有 人 又 指出 :函数 y = sin 二 的 图 像 及 其 在 y 轴 上 的 


极限 点 ,也 是 一 条 曲线 ,但 它 不 是 连续 移动 的 点 的 像 . 这 即 是 说 : 
若 尔 当 的 定义 太 察 了 . 

门 格 尔 ( Menger) 在 给 出 维 数 概念 后 将 曲线 定义 为 “一 维 连续 
统 ”. 它 的 正确 性 直到 曼 德 布 罗 特 引入 “分 数 维 " 之 前 党 无 问题 . 

(5) 几 何 学 中 的 悖 论 ”几何 中 悖 论 例子 很 多 , 其 中 较 著 名 的 
是 1924 年 巴 拿 赫 (S. Banach ) 和 塔 斯 基 (A. Tarski) 用 集合 论 观点 
给 出 关于 几何 剖 分 的 论断 : 任 两 个 球 (大 小 可 不 等 ) 崩 组 成 相等 
(可 等 度 分 解 ). 更 一 般 地 ;在 R"(n >2) 中 任何 两 个 有 界 集 皆 可 等 
度 分 解 . 

(6) 表 面积 与 体积 


图 1 -6 -2 给 出 双 曲 线 y = 二 的 一 个 分 支 (x >0) ,车 将 它 绕 


x 轴 旋 转 可 得 一 个 旋转 双 曲 面 . 

用 微 积分 知识 可 以 证 明 : 

当 x 取 值 为 [1, + % ] 时 ,曲面 面积 是 个 无 限 大 量 ; 但 它 包含 
的 体积 却 是 一 个 有 限 值 . 
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这 是 说 :一 个 用 有 限 数量 的 油漆 可 以 装 满 的 容器 , 涂 刷 它 的 
外 表 却 要 用 无 限 多 的 油漆 . 
这 个 悖 论 至 今 尚 无 较 初 等 的 “解释 ” ,可 谓 是 一 种 无 奈 . 


其 实 它 不 过 是 级 数 ,立志 发 散 ,而 ,上 志 收敛 的 一 个 变形 
而 已 


图 1-6-2 


以 上 所 述 , 可 以 看 到 ,每 一 个 “ 悖 论 ” ,每 一 次 数学 危机 ,都 给 
数学 家 带 来 一 场 争 论 ,都 对 数学 基础 和 数学 自身 的 理论 进行 一 次 
审视 和 考验 . 每 冲破 一 次 危机 ,数学 就 走向 新 的 发 展 . 

二 ,和 悖 论 的 特征 、 根 源 与 意义 

1. 悖 论 的 特征 

悖 论 的 逻辑 结构 大 体 分 为 四 类 : 

(1)4 一 ” 4, 但 ” 4 交 4, 即 由 4 可 以 推出 非 4. 但 反之 由 非 4 
却 推 不 出 4, 如 理 查 德 悖 论 ( 说谎 者 悖 论 )， 

(2)4 二 ~- BAB,(4 关 B), 即 由 4 可 推出 非 8 和 B. 如 康 托 
迟 论 . 
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(3)” 4e>4, 即 非 4 与 4 是 因果 关系 或 4 与 非 4 同 真 同 假 ,如 
罗素 悖 论 . 

(4)4 = ? 这 表示 推 不 出 任何 结果 ,如 抛 球 悖 论 . 

2. 悖 论 的 根源 

(1) 悖 论 实 质 上 是 一 种 特定 的 逻辑 予 盾 ,产生 这 种 逻辑 矛盾 
的 根源 之 一 是 构成 悖 论 的 命题 或 语句 中 隐藏 着 利用 恶性 循环 定 
义 的 概念 . 正 是 这 种 恶性 循环 圈 导 致 了 悖 论 的 产生 . 如 康 托 悖 论 . 

根源 二 是 如 利用 康 托 朴素 的 集合 论 的 概括 原则 构造 集合 , 即 
将 满足 某 一 性 质 p 的 元 素 的 总 体 确 定 一 个 集合 , 记 作 4 = ix | 
P(x)| 或 xeAmP(x). 

根源 三 是 无 限 概念 的 参与 . 可 以 说 它 是 数学 子 值 的 主要 根源 
之 一 . 

(2) 从 认识 论 和 方法 论 的 角度 看 ,产生 逻辑 矛盾 或 悖 论 的 根 
本 原因 是 认识 客观 世界 的 方法 与 客观 规律 的 矛盾 . 如 康 托 悖 论 中 
“所 有 集合 的 集合 ”. 这 种 集合 ,客观 世界 中 是 没有 的 . 关于 芝 诺 的 
“ 飞 矢 不 动 ” ,是 犯 了 一 个 概念 错误 ,把 一 个 实质 上 高 维 空间 的 问 
题 ,看 作 低 维 空间 的 问题 了 . 

(3) 人 们 对 客观 世界 认识 的 局 限 性 . 换 句 话说 人 们 对 客观 规 
律 认识 的 深度 不 够 ,认识 的 方法 不 具备 . 如 奥 克 莱 悖 论 ,在 18 世 
纪 人 们 认为 从 逻辑 上 讲 的 确 构 成 悖 论 . 但 当今 这 个 悖 论 不 存在 
了 . 这 说 明 随 着 时 代 的 发 展 ,人 们 认识 水 平 的 提高 ,以 前 的 悖 论 到 
了 今天 可 能 被 消除 ,现在 的 悖 论 也 许 将 来 会 被 消除 . 

3. 悖 论 的 意义 

(1) 悖 论 与 数学 基础 ” 悖 论 就 是 一 种 特殊 的 矛盾 ,人 们 通过 
对 数学 中 这 种 内 在 矛盾 的 揭示 、 研 究 和 消除 ,特别 是 对 数学 基础 
理论 逻辑 学 的 完善 和 发 展 有 着 重要 的 意义 . 如 ,由 于 罗素 悖 论 导 
致 了 公理 集合 论 的 诞生 ,促进 了 证 明 论 ,模型 论 .递归 论 的 发 展 . 

(2) 悖 论 在 数学 方法 论 方面 的 意义 20 世纪 30 年 代 , 哥 德尔 
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证 明了 “不 完全 定理 ”. 这 是 数学 、 人 逻辑 学 发 展 史 上 的 一 个 里 程 碑 ， 
应 该 说 哥 德 尔 的 证 明 思路 与 悖 论 有 密切 联系 ,并 受到 启发 . 其 证 
明 的 步骤 :中 完全 形式 化 ;@ 完 全 量化 ,包括 符号 量化 、 公 式 量化 、 
证 明 量化 ;@ 仿 " 理 查 德 迟 论 "的 体裁 ,构造 了 一 个 命题 ;@@ 证 明 
“6 与 非 6 在 工 系 统 " 中 不 可 证 . 关于 证 明 过 程 省 略 . 

还 应 当 指 出 的 是 , 哥 德 尔 证 明 “ 不 完全 定理 "不 仅 具有 划时代 
意义 , 即 揭示 了 数学 领域 内 绝 大 部 分 公理 系统 在 古典 意义 下 不 完 
备 ,而 且 在 方法 论 方面 作出 了 重大 突破 . 
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第 七 章 ”数学 的 成 果 和 数学 中 其 他 现象 


自 远古 的 萌芽 ,到 今天 数学 已 发 展 成 为 拥有 60 个 二 级 学 科 、 
400 个 三 级 学 科 及 宏伟 的 知识 体系 ,已 成 为 一 株 繁茂 的 大 树 ,并且 
这 株 大 树 还 在 旺盛 地 生长 着 . 在 20 世纪 里 ,数学 取得 的 成 果 印 证 
和 记录 着 数学 的 发 展 和 辉煌 ,本 章 简明 地 回 望 一 下 数学 在 20 世 
纪 的 成 果 . 


§ 1 20 世纪 的 数学 成 果 简 述 


19 世纪 分 析 严 格 化 ,使 数学 经 历 了 巨大 进展 和 积累 . 庞 加 莱 、 
克 莱 因 、 希 尔 伯 特 等 数学 家 卓有成效 的 工作 ,为 20 世纪 数学 的 发 
展 打下 了 坚实 的 基础 ,开辟 了 广阔 的 空间 . 20 世纪 百年 间 数学 以 
指数 式 发 展 ,并 取得 了 丰硕 成 果 . 
一 \ 希 尔 伯 特 23 个 问题 及 其 解决 情况 
数学 界 进入 20 世纪 第 一 个 重大 的 事件 发 生 在 1900 年 8 月 . 
希 尔 伯 特 在 巴黎 国际 数学 家 大 会 上 作 了 题 为 * 数 学 问题 ) 的 
演讲 ,他 根据 19 世纪 数学 研究 的 成 果 和 发 展 趋势 提出 了 23 个 问 
题 . 他 的 演讲 为 20 世纪 的 数学 拉 开 了 序幕 . 这 些 问题 ,在 百年 间 
- 直 激 发 着 数学 家 的 兴趣 . 历经 一 个 世纪 的 研究 和 工作 ,已 有 -- 
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半 得 到 解决 或 基本 解决 ;有 些 问 题 虽然 未 得 到 解决 ,但 也 取得 了 
进展 . 具体 简况 如 下 : 

1. 连续 统 假 设 

自然 数 ( 可 数 ) 集 基数 No 与 实数 集 (连续 统 ) 基 数 C = 2* 
之 间 不 存在 中 间 基 数 . 1963 年 ,美国 数学 家 柯 恩 (P. Cijhen ) 证 明 
了 :连续 假设 的 真 伪 不 可 能 在 策 梅 洛 一 弗兰克 尔 公理 系统 内 
判别 . 

2. 算术 公理 的 相 容 性 

1931 年 , 哥 德 尔 (K. Godel) 证 明了 希 尔 伯 特 关于 算术 公理 相 
容 性 的 “元 数学 "纲领 不 可 能 实现 . 相 容 性 问题 至 今 未 解决 . 

3. 两 等 底 等 高 四 面体 体积 相等 

1900 年 德 恩 ( M. Dehn) 证 明了 确实 存在 着 等 底 等 高 却 不 前 分 
相等 ,甚至 也 不 拼 补 相等 的 四 面体 . 这 个 问题 成 为 最 先 获 解 的 希 
尔 伯 特 问题 . 

4. 直线 为 两 点 间 的 最 短 距 离 

问题 提 得 过 于 一 般 . 

5. 不 要 定义 群 的 函数 的 可 微 性 假设 的 李 群 概念 

格 利 森 ( A. M. Gleason ) 、 蒙 哥 马 利 (D. Montgomery )、 席 平 
(L. Zippin) 等 ,于 1952 年 对 此 问题 给 出 了 肯定 解答 . 

6. 物理 公理 的 数学 处 理 

在 量子 力学 、 热 力学 等 学 科 , 公 理化 已 取得 很 大 成 功 . 至 于 概 
率 论 公理 化 已 由 科 尔 莫 臣 罗 夫 (A.H. Kojimoropob ) 等 建立 
(1933). 

7. 某 些 数 的 无 理性 与 超越 性 

1934 年 , 盖 尔 丰 德 和 施 奈 德 (T. Schneider) 各 自 独立 地 解决 了 
问题 的 后 半 部 分 . 即 对 于 任意 代数 数 wz#0. 1 和 任意 代数 无 理 数 B 
证 明 of 的 超越 性 . 


118 


8. 素数 问题 

包括 黎 曼 猜想 、. 哥 德 巴赫 猜想 和 李 生 素 数 猜想 , 均 未 解决 . 

9. 任意 数 域 中 最 一 般 的 互 反 律 之 证 明 

已 由 高 木 贞 治 (TakagiTeiji, 1921 ) 和 阿 廷 (E. Artin, 1927 ) 
解决 . 

10. 丢 番 图 方程 可 解 性 判别 

1970 年 , 马 蒂 雅 舍 维 奇 证 明了 ,不 存在 判定 任 一 给 定 丢 番 图 
方程 有 无 整数 解 的 一 般 算 法 . 

11. 系数 为 任意 代数 数 的 二 次 型 

哈 塞 (了 B. Hasse,1929 ) 和 西 格 尔 (C.L. Siegi],1936,1951 ) 在 此 
问题 上 获得 重要 结果 . 

12. 阿 贝尔 域 上 的 克 罗 内 克 定 理 在 任意 代数 有 理 域 上 的 推广 

尚未 解决 . 

13. 不 可 能 用 仅 有 两 个 变数 的 函数 解 一 般 的 七 次 方程 

连续 函数 情形 1957 年 已 由 阿 诺 解决 . 

14. 证 明 某 类 完全 函数 系 的 有 限 性 

1958 年 被 永田 雅 宜 否定 解决 

15. 舒 伯 特 计数 演算 的 严格 基础 

代数 几何 的 严格 基础 已 由 范 德 瓦 尔 登 (B. L. Van der Waer- 
den ,1938 - 1940) 和 丰 依 (A. Weil ,1950 ) 建立 ,但 舒 伯 特 (H. C. H. 
Schubart ) 演算 的 合理 性 尚 待 解决 . 

16. 代数 曲线 与 曲面 的 拓扑 

有 很 多 重要 结果 . 

17. 正定 形式 的 平方 表示 

已 由 阿 廷 于 1926 年 解决 . 

18. 由 全 等 多 面体 构造 空间 

部 分 解决 . 
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19. 正则 变 分 问题 的 解 是 否 一 定 解析 

1904 年 伯 因 斯坦 证 明了 一 个 变 元 的 解析 非 线性 椭圆 型 方程 
其 解 必定 解析 . 该 结果 后 又 被 推广 到 多 变 元 椭圆 组 . 

20. 一 般 边 值 问题 

成 果 丰 富 . 

21. 具有 给 定单 值 群 的 线性 微分 方程 的 存在 性 

长 期 以 来 人 们 一 直 认 为 普 莱 梅 依 1908 年 已 对 此 问题 作出 肯 
定 解答 .但 八 十 年 后 发 现 普 莱 梅 依 的 证 明 有 漏洞 . 1989 年 前 苏联 
数学 家 鲍 里 布鲁克 关于 此 问题 举 出 了 反例 ,使 第 21 问题 最 终 被 
否定 解决 . 

22. 解析 关系 的 单 值 化 

一 个 变数 情形 已 由 寇 贝 (P. Kobe) 解决 . 

23. 变 分 问题 的 进一步 发 展 

我 们 看 到 , 希 尔 伯 特 问题 的 解决 与 研究 ,大 大 推动 了 数理 逻 
辑 、 几 何 基 础 , 李 群 论 . 数 学 物理 ,概率 论 、 数 论 、 函 数论 代数 几 
何 、 常 微分 方程 . 偏 微分 方程 . 黎 曼 曲面 论 、 变 分 法 等 一 系列 数学 
分 支 的 发 展 ;有 些 问 题 的 研究 ( 如 第 二 问题 和 第 十 问题 ) 还 促进 了 
现代 计算 机 理论 的 成 长 ;20 世纪 数学 的 发 展 , 远 远 超出 了 希 尔 伯 
特 问题 所 预示 的 范围 . 


二 、\ 在 沃 尔 福 奖 和 菲 尔 茨 奖 记述 的 数学 成 就 


菲 尔 茨 (John. harle Field ) 是 加 拿 大 数学 家 ,1936 年 设立 了 非 
尔 茨 奖 (数学 上 的 请 贝尔 奖 ) ,授予 那些 40 岁 以 下 对 未 来 数学 发 
展 起 重大 作用 者 . 

沃 尔 福 (R. Wolf) ,德国 人 ,1936 年 1 月 1 日 设立 沃 尔 福 奖 . 它 
是 因 菲 尔 芯 奖 的 局 限 性 而 设立 的 . 因 菲 尔 芯 奖 不 足以 代表 数学 家 
一 生 的 全 部 成 就 , 它 不 能 使 40 岁 以 上 者 获奖 . 

菲 尔 茨 奖 、 沃 尔 储 奖 获奖 者 的 成 果 , 是 20 世纪 的 数学 成 果 的 
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代表 . 1943 年 以 来 部 分 非 尔 获奖 \、 沃 尔 福 奖 成 果 见 附录 一 、 附 
录 二 . 


三 20 世纪 现代 数学 杰出 成 果 举 例 


1. 哥 德 尔 不 完全 性 定理 (1931) 

如 德尔 不 完全 性 定理 ,是 研究 相 容 性 问题 而 引出 的 非常 深刻 
的 思维 成 果 . 

1931 年 ,奥地利 数学 家 哥 德 尔 (K. Codel ,1906 ~ 1978 ) 发 表 题 
为 4《 论 < 数学 原理 >》 的 论文 ,其 中 证 明了 一 条 定理 : 

任 一 足以 包含 自然 数 算术 的 形式 系统 ,如 果 是 相 容 的 , 则 它 
一 定 存在 有 一 个 不 可 判定 命题 , 即 存在 某 一 命题 4 使 4 与 4 的 否 
定 在 该 系统 中 党 不 可 证 . 

系统 中 存在 不 可 判定 的 命题 也 叫 该 系统 的 “不 完全 性 ” ,因此 
哥 德 尔 的 上 述 结果 通常 被 称 为 " 哥 德 尔 第 一 不 完全 性 定理 ” 第 一 
不 完全 性 定理 表明 :任何 形式 系统 都 不 能 完全 刻画 数学 理论 ,总 
有 某 些 问 题 从 形式 系统 的 公理 出 发 不 能 解答 ,情形 甚至 更 糟 ,在 
第 一 不 完全 性 定理 的 基础 上 , 哥 德 尔 进一步 证 明了 : 

在 真 的 但 不 能 由 公理 来 证 明 的 命题 中 ,包括 了 这 些 公理 是 相 
容 的 (无 矛盾 的 ) 这 一 论断 本 身 . 也 就 是 说 ,如 果 一 个 足以 包含 自 
然 数 算术 的 公理 系统 是 相 容 的 ,那么 这 种 相 容 性 在 该 系统 内 是 不 
可 证 明 的 . 

这 就 是 所 谓 " 哥 德尔 第 二 不 完全 性 定理 ”, 第 一 不 完全 性 定理 
与 第 二 不 完全 性 定理 合 称 * 哥 德尔 不 完全 性 定理 ”. 它们 揭示 了 形 
式 化 方法 的 不 可 避免 的 局 限 性 ,使 希 尔 伯 特 证 明 形 式 系统 相 容 性 
的 方案 受到 沉重 打击 . 

哥 德 尔 的 理论 为 数学 基础 带 来 新 的 生命 . 哥 德 尔 不 完全 性 定 
理 破 天 荒地 第 一 次 分 清 了 数学 中 “ 真 ” 与 “可 证 ”是 两 个 不 同 的 
概念 . 
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其 次 , 哥 德 尔 在 不 完全 性 定理 的 证 明 中 提出 的 “原始 递归 函 
数 "概念 ,成 为 算法 理论 或 可 计算 理论 的 起 点 . 

虽然 哥 德 尔 定理 指出 了 形式 化 数学 的 局 限 性 ,但 这 并 不 意味 
着 公理 化 方法 的 消亡 . 相反 , 哥 德 尔 的 结果 极 大 地 促进 了 希 尔 伯 
特 “ 证 明 论 ”的 发 展 . 

作为 20 世纪 最 发 人 深 省 的 数学 定理 之 一 , 哥 德 尔 不 完全 性 
定理 所 引起 的 理论 思考 ,一 方面 已 结 出 丰硕 的 成 果 , 一 方面 却 又 
余 韵 无 穷 . 

2. 高 斯 一 博 内 公式 的 推广 (1941 ~ 1944 ) 

从 局 部 到 整体 ,从 低 维 到 高 维 ,这 
是 20 世纪 数学 在 许多 领域 表现 出 来 的 KN 
趋势 . 微分 几何 中 高 斯 一 博 内 公式 的 推 
广 , 提 供 了 这 方面 的 典型 例子 . 

平面 上 任 一 三 角形 三 内 角 和 恒 等 A 
于 T. 对 于 一 般 曲 面 上 由 三 条 测 地 线 构 图 1-7-1 
成 的 三 角形 (图 1 -7 -1): 

由 kdor = ai +aa +oaa 一 人 

式 中 

kdo 一 一 高 斯 曲率 在 三 角形 4 上 的 积分 ; 

oa ao os 一 一 测 地 三 角形 三 内 角 值 . 

这 一 公式 是 高 斯 在 1827 年 证 明 的 . 1844 年 ,法 国 数学 家 博 内 
(P. - 0. Bonnet,1819 ~ 1892 ) 将 这 一 公式 推广 到 一 般 曲 面 上 任意 
闭 曲 线 C 围 成 的 单 连 通 区 域 情 形 : 

Jpeds+ ,二 (mr-a) + J kdo = 2 

式 中 


fpeds 测 地 曲率 沿 闭 曲线 C 的 线 积分 ; 
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ai(i = 1,2,…,m) 一 一 组 成 C 的 各 弧 段 连接 点 的 内 角 值 ; 
D 一 一 C 所 围 区 域 . 此 公式 也 叫 高 斯 一 博 内 公式 ,在 定向 闭 曲 
面 情形 , 它 变 为 : 
由 kdo = 27X(D). 


式 中 

X(D) 一 一 D 的 欧 拉 示 性 数 ， 
它 等 于 1 减 去 曲面 上 洞 的 个 数 , 是 通常 多 面体 欧 拉 数 " -e+f( 欧 
拉 1750 ,其 中 的 we 分 别 为 多 面体 项 点数 、 棱 数 和 面 数 ) 的 推广 . 

二 维 紧 致 黎 曼 流 形 上 的 高 斯 一 博 内 公式 是 经 典 微 分 几何 的 
一 个 高 峰 , 其 后 一 个 世纪 内 数学 家 们 力图 将 它 推广 到 高 维 紧 致 黎 
曼 流 形 上 去 , 韦 依 和 阿 沦 道 弗 证 明了 任意 黎 曼 流 形 上 的 高 斯 一 博 
内 公式 . 高 维 高 斯 一 博 内 公式 的 第 一 个 内 蕴 证 明 是 由 中 国 数学 家 
陈省身 给 出 的 ,他 1944 年 发 表 了 论文 《对 闭 黎 曼 流 形 高 斯 一 博 内 
公式 的 一 个 简单 的 内 蕴 证 明 》. 

高 斯 一 博 内 公式 将 黎 曼 流 形 的 整体 拓扑 不 变量 ( 欧 拉 示 性 
数 ) 与 它 的 微分 几何 不 变量 ( 高 斯 曲率 ) 联系 起 来 ,因此 具有 基本 
的 意义 ,整体 微分 几何 的 许多 工作 都 围绕 这 一 公式 展开 . 

3. 米尔 诺 怪 球 (1956) 

拓扑 学 的 一 个 基本 对 象 是 流 形 , 流 形 的 研究 与 物理 应 用 密切 
相关 . 物理 学 家 感 兴趣 的 不 是 空 的 流 形 ,而 是 所 谓 微分 流 形 , 即 可 
以 在 其 上 建立 整体 一 致 的 微分 技巧 的 流 形 . 因此 ,什么 样 的 流 形 
才 是 微分 流 形 ? 给 定 一 个 微分 流 形 , 是 否 只 有 一 种 还 是 有 多 种 方 
式 赋予 它 微分 结构 ?这 不 仅 是 微分 拓扑 学 的 一 个 基本 课题 ,同时 
也 成 为 物理 学 家 们 关注 的 问题 . 

在 20 世纪 中 期 以 前 ,数学 家 们 已 经 知道 所 有 的 一 、 二 、 三 维 
流 形 都 是 微分 流 形 ,而 且 本 质 上 只 有 一 种 微分 结构 . 一 般 猜 测 对 
高 维 情形 也 能 证 明 同 样 的 结论 . 但 1956 年 ,美国 数学 家 米尔 诺 
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(J. WW. Milnor) 却 证 明了 :七 维 球面 上 可 以 建立 28 种 不 同 的 微分 
结构 . 这 一 意外 的 发 现 使 人 震惊 ,七 维 球面 被 称 为 “ 怪 球 ”. 后 来 ， 
人 们 直接 称 它 为 “米尔 诺 怪 球 ”. 

米尔 诺 怪 球 的 发 现 引 起 了 微分 拓扑 学 研究 的 高 潮 . 1981 年 ， 
美国 数学 家 弗 里 德 曼 证 明了 存在 着 不 是 微分 流 形 的 四 维 流 形 ,就 
是 说 四 维 在 性 质 上 与 二 ,三维 流 形 有 本 质 不 同 . 由 此 他 获 1986 年 
菲 尔 诺 奖 . 由 米尔 诺 怪 球 引发 的 流 形 拓扑 学 的 发 展 , 较 之 弗 里 德 
曼 非 光滑 四 维 流 形 更 吸引 着 数学 家 ,人们 对 具体 的 流 形 特 别 是 n 
维 欧 几 里 得 空间 R" 更 有 兴趣 . 

数学 家 唐 纳 尔 逊 (S. Donaldson ) 竟 证 明了 :R 上 确实 存在 着 
与 通常 不 同 的 微分 结构 ,不 久 又 有 人 证 明了 R 上 可 以 有 无 穷 多 
种 微分 结构 ,而 通常 的 微分 结构 只 不 过 是 其 中 之 一 . 

但 使 得 四 维 时 空 尺 与 众 不 同 的 原因 ,以 及 能 否 最 终 证 明 迄 
今 惯用 的 微分 运算 是 否 正确 ? 数学 家 们 目前 还 不 能 回答 这 个 
问题 . 

4. 阿 蒂 亚 一 辛 格 指标 定理 (1963 ) 

阿 带 亚 一 辛 格 指标 定理 ,是 现代 数学 的 典型 范例 . 

阿 蒂 亚 一 辛 格 指标 定理 是 古典 黎 曼 一 罗 赫 定理 的 推广 . 在 复 
变 函 数论 中 ,每 个 解析 函数 都 有 与 它 相 应 的 黎 曼 曲面 . 曲面 的 结 
构 是 拓扑 学 研究 的 对 象 ,因此 ,函数 与 拓扑 学 之 间 是 存在 联系 的 
黎 曼 首先 发 现 这 些 线性 无 关 亚 纯 函 数 的 个 数 与 曲面 的 拓扑 不 变 
量 亏 格 有 关 ( 闭 黎 曼 曲面 即 一 维 流 形 , 在 拓扑 上 相当 于 连接 有 若 
干 个 柄 的 球面 , 亏 格 就 是 柄 的 个 数 ) ,并 在 二 者 之 间 建 立 了 一 个 不 
等 式 , 在 至 多 有 个 一 阶 极 点 的 情形 . 

dimF >1 +n~g. 

1864 年 , 黎 曼 的 学 生 罗 赫 ( G. Roch ) 在 这 个 不 等 式 中 添加 一 

项 而 使 它 变 成 了 等 式 : 
dimF ~ dimD = 1 +n-g, 
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式 中 

dimF 一 一 忆 在 W 上 亚 纯 函 数 集合 严 = |f|f 在 点 a,(i = 1， 
2,…,n) 处 不 超过 一 阶 的 极点 ,并 且 此 外 没有 极点 | 构成 的 向 量 空 
间 的 维 数 ; 

8 一 一 MM 的 亏 格 ; 

dimD 一 一 每 点 a; 处 不 小 于 一 阶 零点 的 全 纯 微分 结构 的 向 量 
空间 的 维 数 . 

这 个 等 式 就 是 黎 曼 一 罗 赫 定理 . 当然 一 般 情形 的 黎 曼 一 罗 赫 
定理 具有 更 为 复杂 的 形式 . 

黎 曼 一 罗 赫 定理 是 一 条 分 析 定 理 ,进入 20 世纪 以 后 ,数学 家 
们 开始 了 将 黎 曼 一 罗 赫 定理 推广 到 高 维 紧 复 流 形 的 艰巨 努力 . 日 
本 数学 家 小 平 邦彦 、 德 国 数学 家 希 策 布鲁克 (FF. Hirzebruch ) 等 进 
行 一 系列 新 的 研究 和 推广 ,其 中 最 重要 的 便 是 英国 数学 家 阿 蒂 亚 
(M.F. Atiyah ) 和 美国 数学 家 辛 格 (1. M. Singer ) 证 明 的 “指标 定 
理 ”, 从 紧 致 黎 曼 流 形 上 向 量 从 间 椭 圆 算 子 “指标 (index )” 的 角 
度 , 得 到 了 非常 一 般 的 公式 : 

dimkerA - dimcoderA = 1-g. 

阿 蒂 亚 一 辛 格 指标 定理 统一 了 若干 著名 的 经 典 定理 . 阿 带 
亚 一 辛 格 指标 定理 不 仅 在 内 容 上 沟通 了 分 析 与 拓扑 学 两 大 领域 ， 
而 且 在 研究 方法 上 涉及 到 分 析 、 拓 扑 、 代 数 、 几 何 、 偏 微分 方程 ,多 
复 变 函数 等 许多 核心 数学 分 支 ,同时 在 物理 学 杨 一 米尔 斯 理论 中 
获得 了 重要 应 用 ,因而 被 誉 为 当代 数学 重大 成 就 之 一 ,因此 阿 蒂 
亚 1966 年 获 菲 尔 茨 奖 . 

5. 孤立 子 与 非 线 性 偏 微分 方程 (1965 ) 

对 非 线 性 数学 问题 的 日 趋 重视 ,也 是 20 世纪 尤其 是 后 半 叶 
数学 发 展 中 的 一 个 特点 . 虽然 在 20 世纪 上 半 叶 ,线性 偏 微分 方程 
理论 获得 了 很 大 的 进展 ,但 非 线 性 方程 的 研究 却 困难 重重 ,进展 
缓慢 . 这 种 状况 与 所 谓 “ 孤 立 子 "方程 的 研究 有 关 . 


125 


早 在 1834 年 ,英国 人 拉 塞 尔 (S. Russell) 骑马 追踪 观察 运河 
中 船只 突然 停止 时 激 起 的 水 波 ,发 现 了 他 所 谓 的 “孤立 波 "现象 . 
但 当时 的 数学 家 未 能 提供 描述 这 种 孤立 波 的 工具 . 直到 1895 年 ， 
荷兰 数学 家 柯 特 维 格 ( D. J. Korerweg ) 和 法 国 数学 家 德 弗 里 斯 
(G. de Vries) 才 给 出 了 孤立 波 现 象 的 数学 模型 ,一 个 非 线性 偏 微 


分 方程 : 
2 
加 - A 

式 中 

x 一 一 治 河道 的 一 维 坐 标 ; 

i 一 一 时 间 ; 

n(x%,t) 一 一 高 于 平衡 水 面 的 波峰 高 度 ; 

/一 一 水 深 ; 

8 一 一 重力 加 速度 ; 

Qo 一 一 有 关 常 数 . 


这 个 方程 叫 柯 特 维 格 一 德 弗 里 斯 方程 ,简称 KdV 方程 . 在 
1960 年 ,加 德 纳 (C. S. Gardner) 等 人 又 重新 发 现 这 个 方程 , 才 引 起 
人 们 注意 ,使 KdV 方程 成 为 可 以 描写 许多 现象 的 数学 物理 基本 
方程 . 

由 于 KdV 方程 可 以 证 明 孤 立波 的 传播 速度 与 其 振幅 成 正比 ， 
因此 可 以 发 现 较 大 的 波 比 较 小 的 波 运动 得 快 . 新 的 问题 是 两 个 不 
同 的 孤立 波 经 可 加 后 是 否 还 是 原 方程 的 解 . 1965 年 ,美国 学 者 克 
鲁 斯 卡尔 (M.D. Krusdal) 和 扎 布 斯 基 ( N. J Zabusdy ) 将 描述 孤立 
波 的 函数 表示 为 : 


u(x,t) = 3Dsech’ 2 -Dt) 


并 在 计算 机 上 用 数值 模拟 的 方法 详细 考察 了 等 离子 体 中 孤立 子 
碰撞 的 非 线性 作用 过 程 ,发 现 两 个 孤立 波 碰撞 后 仍 表 现 为 两 个 形 
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状 不 变 的 孤立 波 ,于 是 他 们 就 称 其 为 “孤立 子 ” (solion) ,于 是 KdV 
方程 从 此 又 被 称 为 “孤立 子 方程 ”. 后 来 人 们 发 现 光纤 通信 ,神经 
细胞 脉冲 传导 、 木 星 红 斑 活 动 等 都 存在 孤立 子 性 质 . 

1967 年 ,加 德 纳 .格林 纳 (J. M. Greene) 、 克 和 鲁 斯 卡尔 和 缪 勒 
(R. M. Mure ) 等 证 明了 : 当 醉 定 户 方程 的 位 势 系数 按 孤 立 子 方程 
演化 时 ,特征 值 保持 不 变 . 以 此 为 突破 点 ,他 们 利用 特征 值 问 题 的 
成 果 , 发 展 出 一 套 “ 散射 反 演 方法 ” ,成 功 地 解 出 了 KdV 方程 . 后 
来 人 们 发 现 ,散射 反 演 方法 经 过 推广 可 以 用 来 求解 一 系列 在 应 用 
中 的 非 线性 方程 ,从 而 掀起 了 非 线 性 方程 研究 的 热潮 . 

6. 四 色 问 题 (1976 ) 

四 色 问 题 也 叫 四 色 猜 想 或 四 色 定 理 , 1852 年 首先 由 一 个 英国 
青年 大 学 生 古 德里 (下 . Cuthrie ) 提出 . 古 德里 在 给 一 张 英国 地 图 着 
色 时 猜想 :为 了 给 任意 一 张 平面 地 图 着 色 ,并 使 任何 具有 公共 边 
界线 的 区 域 颜色 不 同 ,至 多 需要 4 种 颜色 . 这 就 是 后 来 所 谓 的 “四 
色 问 题 ” ,但 并 不 是 一 个 简单 的 问题 . 

四 色 问 题 有 一 个 令 人 迷惑 的 地 方 :在 更 复杂 的 曲面 上 ,问题 
的 解决 反倒 容易 . 到 1968 年 ,数学 家 们 已 解决 了 除 平面 和 球面 以 
外 所 有 曲面 上 的 地 图 四 色 问 题 ,恰恰 是 平面 和 球面 ( 地球仪 ) 这 种 
最 简单 的 情形 , 却 遇 到 了 困难 . 

在 四 色 问 题 上 , 肯 泪 曾 作 过 研究 ,证明 虽然 失败 ,但 其 中 却 提 
出 了 后 来 被 证 明 对 四 色 问 题 的 解决 具有 关键 意义 的 两 个 概念 : 
“不 可 避免 构 形 集 ” 和 所 谓 的 “可 约 性 ”. 

不 可 避免 构 形 集 是 具有 这 样 性 质 的 一 组 图 形 : 任 何 一 张 平面 
图 至 少 包含 其 中 一 个 作为 其 一 部 分 . 肯 泊 证 明了 任何 一 张 正规 地 
图 中 , 一定 存在 着 至 多 有 5 个 邻 国 的 国家 , 也 就 是 说 在 图 
(1-7-2)(I)(I)( 亚 )( ) 所 示 图 形 中 ,至 少 有 一 种 会 在 该 
地 图 某 处 出 现 ,这 样 ,图 (1-7-2)(I)(I)( 亚 )(IV) 就 被 称 为 
“不 可 避免 构 形 集 ”. 
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为 证 明 四 色 定 理 , 肯 泊 用 的 是 反 证 法 . 

肯 泊 的 论证 对 有 两 个 3 个 和 4 个 邻 国 的 国家 来 说 是 完全 正 
确 的 ,但 他 对 有 5 个 邻 国 情形 的 处 理 , 即 对 图 1 -7 -2( 二) 的 可 约 
性 证 明 却 犯 了 错误 ,这 个 错误 被 希 伍 德 指出 ,但 没有 人 能 纠正 . 


Q 
© 和、 一 一 ' 六 
T!'S 
Gh ([) ( 亚 ) (VV) 


图 1-7-2 


1913 年 开始 ,一 些 数学 家 对 平面 图 形 的 可 约 性 进行 深入 研 
究 , 他 们 仔细 分 析 了 肯 泊 受挫 的 最 后 一 种 情形 ,认识 到 必须 寻找 
与 肯 泊 不 同 的 不 可 避免 集 ,而 要 找到 这 样 一 组 不 可 避免 集 却 遇 到 
了 计算 的 困难 . 直到 1969 年 , 才 有 一 位 德国 数学 家 希 斯 第 一 次 提 
出 了 寻找 不 可 避免 可 约 图 的 算法 , 称 之 为 “放电 算法 ”, 从 此 打开 
了 新 局 面 . 

1960 年 末 , 美 国 笋 利 诺 大 学 的 哈 肯 注意 到 希 斯 的 算法 可 以 大 
大 改进 和 简化 ,他 与 数学 家 阿 佩 尔 合作 ,开始 用 这 种 简化 的 希 斯 
算法 产生 不 可 避免 可 约 图 集 ,他 们 采用 了 新 的 计算 机 实验 方法 ， 
在 积累 了 大 量 经 验 后 ,到 1976 年 6 月 ,他 们 终于 获得 了 成 功 :一 组 
不 可 避免 可 约 图 终于 找到 了 ,这 组 图 形 一 共有 2 000 多 个 . 

7. 费 马 大 定理 的 证 明 (1994 ) 

费 马 大 定理 于 1994 年 被 怀 尔 斯 证 明 , 可 以 说 是 20 世纪 数学 
家 一 首 美妙 的 终 曲 . 

费 马 大 定理 方程 ; 

y(n neN”). 


这 条 定理 ,自从 费 马 提出 来 后 , 曾 吸引 了 像 欧 拉 、 高 斯 \ 柯 西 、 
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勒 贝 格 等 这 样 一 些 大 师 , 然 而 始终 没有 解 . 

关于 对 费 马 定理 的 研究 数学 家 们 是 从 分 析 几 种 特殊 情形 入 
手 的 . 费 马 本 人 大 概 就 是 这 样 去 做 的 ,史书 上 一 般 确认 他 用 无 限 
下 降 法 证 明了 n = 4 的 情形 . 费 马 之 后 ,整个 18 世纪 ,关于 费 马 
大 定理 只 有 一 个 本 质 的 结果 ,就 是 rn = 3 的 情形 ,并 且 是 由 欧 拉 
给 出 的 . 

关于 费 马 定 理 :车 对 一 给 定 指 数 m 证 明了 和 费 马 大 定理 ,那么 
对 指数 为 m 的 倍数 , 费 马 大 定理 也 成 立 . 因此 ,为 了 最 终 证 明 费 马 
大 定理 ,只 需 考虑 nn 为 大 于 2 的 奇 素数 和 nm = 4 的 情形 即 可 ,n = 
4 的 情形 已 为 费 马 解决 ,问题 便 归 结 为 对 "” 为 奇 素数 情形 证 明 费 
马 大 定理 成 立 . 由 于 欧 拉 证 明了 n = 3 情形 ,下 一 个 目标 自然 就 
是 x = 5 的 情形 , 它 是 1825 年 由 狄 利克 雷 和 勒 让 德 证 明 的 ,他 们 
的 证 法 基本 上 是 网 拉 对 n = 3 情形 所 用 方法 的 延伸 . 1839 年 ,法 
国 数学 家 拉 梅 (G. Lame) 证 明了 n = 7 的 情形 ,到 n = 11 的 情 
形 , 拉 梅 在 1847 年 又 提出 了 新 的 途径 ,但 后 来 却 认识 到 自己 新 的 
“分 圆 整数 "是 错误 的 . 

库 默 尔 是 高 斯 的 学 生 ,高 斯 曾 尝试 过 费 马 大 定理 的 证 明 , 但 
在 证 明 n = 7 的 情形 遭 失败 后 ,放弃 了 这 一 课题 , 库 默 尔 却 从 
1844 年 起 发 表 了 一 系列 论文 ,来 解决 证 明 费 马 大 定理 中 涉及 的 一 
个 关键 问题 一 一 惟一 因子 分 解 定理 ,并 为 此 创造 了 “理想 数 " 概 
念 . 利用 理想 数 , 库 默 尔 证 明了 :对 于 所 有 小 于 100 的 素 指数 4, 费 
马 大 定理 成 立 ,这 是 历史 上 第 一 次 对 一 整 批 指数 n 证 明了 费 马 大 
定理 . 

库 默 尔 在 费 马 大 定理 证 明 方面 的 领先 地 位 保持 了 一 百 多 年 . 
之 后 ,现代 积分 理论 的 奠基 人 勒 贝 格 曾 向 法 国 科学 院 提交 一 个 关 
于 费 马 大 定理 的 证 明 , 但 经 过 仔细 审查 ,仍然 发 现 了 漏洞 . 

直到 1983 年 , 费 马 大 定理 的 研究 才 出 现 新 的 转机 ,德国 数学 
家 法 尔 廷 斯 ( G. Faltings ) 证 明了 一 条 重要 的 猜想 一 一 莫 代 尔 猜想 
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(L. Motdell ,1922 ) , 莫 代 尔 猜想 是 说 像 x" +y" = 1 这 样 的 方程 至 
多 有 有 限 个 有 理 数 解 ,但 由 于 方程 的 任 一 整数 解 可 导出 x* +y" = 
1 的 有 理 数 解 , 因 此 可 以 得 出 结论 ;x" +》 = x" 至 多 只 有 有 限 多 个 
(无 公 因子 ) 整 数 解 ,法 尔 廷 斯 的 结果 虽 未 证 明 费 马 大 定理 ,但 却 
把 存在 无 穷 多 个 解 的 可 能 性 降低 到 了 至 多 只 能 有 有 限 多 个 解 ,法 
尔 廷 斯 因此 获得 了 1986 年 的 菲 尔 兹 奖 . 

法 尔 廷 斯 之 后 又 经 过 十 年 ,终于 有 数学 家 将 其 解决 . 所 用 的 
方法 与 前 人 不 同 ,是 综合 利用 了 现代 数学 许多 分 支 的 成 就 ,特别 
是 1950 年 以 来 代数 几何 领域 中 关于 椭圆 曲线 的 研究 结果 . 

形 如 y = f(x) (f(x) 为 x 的 三 次 或 四 次 多 项 式 ) 的 方程 所 描 
绘 的 曲线 叫 椭圆 曲线 . 1955 年 ,日 本 数学 家 谷山 丰 ( G. Shimuta) 首 
先 猜测 椭圆 曲线 与 另 一 类 数学 家 们 了 解 较 多 的 曲线 一 一 模 曲 线 
之 间 存 在 着 某 种 联系 , 谷山 的 猜测 后 经 韦 依 和 志 村 五 郎 (G. 
shimura ) 进一步 精确 地 形成 了 所 谓 “ 谷 山 一 志 村 猜想 ”: 

有 理 数 域 上 的 椭圆 曲线 都 是 模 曲 线 . 

1985 年 ,一 位 叫 弗 雷 的 德国 数学 家 却 指出 了 二 者 之 间 的 重要 
联系 ,他 提出 了 如 下 的 命题 : 

弗 雷 命题 假定 费 马 大 定理 不 成 立 , 即 存在 一 组 非 替 整数 4， 
B,C 使 得 4"+B"= C"(n>2), 那 么 用 这 组 数 造 出 的 形 如 y = 
x(x+A")(x -8") 的 椭圆 曲线 (后 称 “ 党 雷 曲 线 ”) ,不 可 能 是 模 
曲线 . 

显然 , 弗 雷 命题 与 谷山 一 志 村 猜想 是 矛盾 的 ,如 果 能 同时 证 
明 这 两 个 命题 ,根据 反 证 法 就 可 以 知道 费 马 大 定理 不 成 立 ” 这 一 
假定 是 错误 的 ,从 而 就 证 明了 费 马 大 定理 , 弗 雷 当时 没有 能 严格 
证 明 他 的 命题 . 弗 雷 命题 1986 年 被 美国 数学 家 里 贝 特 证 明 ,这样 
证 明 费 马 大 定理 的 希望 便 集 中 于 谷山 一 志 村 猜想 . 

怀 尔 斯 从 小 就 梦想 证 明 费 马 大 定理 ,但 当 他 成 长 为 一 名 职业 
数学 家 后 , 曾 认 为 费 马 大 定理 也 许 只 是 个 孤立 的 难题 ,但 里 贝 特 
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的 结果 又 使 他 改变 了 主意 . 从 1986 年 开始 他 又 全 力 投入 了 证 明 
费 马 大 定理 的 工作 . 凭借 他 在 椭圆 曲线 的 专长 ,经 过 ?7 年 的 努力 ， 
1993 年 6 月 ,在 英国 剑桥 大 学 举行 的 一 次 学 术 讨 论 报告 会 上 ,他 
证 明了 :对 有 理 数 域 上 的 一 大 类 椭圆 曲线 ,谷山 一 志 村 猜 想 成 立 . 
并 说 明 弗 雷 曲 线 恰 好 属于 他 所 说 的 这 一 大 类 椭圆 曲线 ,与 会 者 此 
时 都 明白 , 怀 尔 斯 实际 上 是 在 宣布 他 证 明了 费 马 大 定理 . 

因此 , 怀 尔 斯 在 获得 菲 尔 茨 奖 后 又 获 沃 尔 福 奖 , 


$2 ”数学 中 其 他 现象 


数学 的 逻辑 性 、 数 学 的 公理 化 、 数 学 的 扩张 及 其 数学 的 成 果 
等 展示 了 数学 灿烂 夺目 的 成 果 和 数学 科学 的 万 丈 光 芒 . 本 章 从 另 
一 个 角度 去 认识 一 下 数学 ,客观 的 记述 一 些 数学 的 家 丑 与 失误 、 
数学 的 不 可 能 问题 和 数学 未 解决 的 问题 ,从 而 使 人 们 对 数学 有 一 
个 更 真实 、 更 全 面 的 认识 . 


一 \ 数 学 的 “漏洞 "与 失误 


数学 中 ,要 证 明 一 个 结论 需要 考虑 所 有 可 能 情况 与 全 部 情 
况 ,因为 数学 是 绝对 真理 . 但 要 推翻 一 个 结论 仅 需 一 个 反例 ,不 过 
寻找 反例 的 工作 是 非常 艰辛 的 . 例如 费 马 素数 问题 : 忆 = 22 +1 
(n =0,1,2,3…… ) 为 素数 , 当 n = 0,1,2,3,4 时 ,FF ,FF ,FF,,F,，, 
到, 均 为 素数 是 正确 的 . 但 在 1732 年 欧 拉 发 现 F = 225 +1 = 
641 x6700417 已 不 再 是 素数 了 . 这 个 反例 的 寻找 用 了 近 百 年 的 
时 间 . 

再 如 科 尔 在 回答 2” -1 是 否 是 素数 的 问题 ,为 解决 这 个 两 百 
年 没 能 弄 清 的 问题 ,整整 花 了 3 年 中 的 全 部 星期 天 . 在 1903 年 纽 
约 报 告 会 上 , 他 在 黑板 上 算出 22 - 1, 和 1937707721 x 
761838257287 结果 相同 ,通过 这 两 个 问题 已 经 说 明了 在 寻找 反例 
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的 历程 中 的 工作 是 非常 艰辛 的 . 

数学 一 些 新 的 发 现 是 从 归纳 中 得 到 的 . 因此 其 结论 的 正确 性 
尚 待 证 明 ,而 在 寻找 反例 的 过 程 中 又 是 非常 艰苦 的 ,这 就 造成 了 
数学 中 的 一 些 漏洞 . 

(1) 费 马 数 F = 22+1(m = 0,1,2,3，…… ) 是 素数 . 

(2) 哥 德 巴赫 的 另 一 猜想 

“大 于 1 的 奇数 可 表 为 素数 与 一 个 完全 平方 数 之 和 ”, 但 你 会 
发 现 5777 无 法 表示 为 上 述 形 式 . 

(3) 欧 拉 方 程 猜想 “在 1769 年 欧 拉 证 明了 费 马 大 定理 盖 + 
7 = z 无 平常 整数 解 时 也 提出 一 个 猜想 ;方程 x? + x? +…… + 
x"_1 = Xn(n 之 4) 无 整数 解 . 但 美国 数学 家 塞 夫 否 定 了 网 拉 的 猪 
想 , 林 格 和 美 籍 华人 吴 子 乾 发 现 275 +84” +1105 +135 = 1445. 

(4) 欧 氏 几 何 的 第 五 公设 问题 ( 欧 氏 第 五 公设 ) : 

若 一 直线 落 在 两 直线 上 所 构成 的 同 旁 内 角 和 小 于 两 直角 , 那 
么 这 两 条 直线 延长 ,它们 将 在 同 旁 内 角 和 小 于 两 直线 角 的 一 侧 
相交 . 

对 于 这 一 公设 , 因 其 叙述 不 像 其 他 公设 那么 简洁 明了 , 当时 
就 怀疑 它 不 像 公 理 , 而 像 一 个 定理 . 欧 几 里 得 本 人 对 这 一 公设 也 
心 存 犹 光 ,因此 竭力 推迟 使 用 . 几 千 年 中 人 们 对 其 耿耿 于 怀 . 萨 凯 
里 、 克 里 克 尔 、 兰 伯 特 等 都 作 了 努力 ,但 始终 都 徘徊 不 前 , 非 欧 几 
何 的 出 现 , 才 得 到 一 个 完美 的 解释 . 

类 似 上 述 的 漏洞 还 不 少 , 仅 以 此 说 明 数 学 发 展 中 的 一 个 现 
象 ,但 这 些 “ 漏 洞 " 并 未 阻碍 数学 的 发 展 . 


二 ,数学 中 的 不 可 能 问题 


数学 中 存在 着 不 可 能 的 问题 . 这 些 问题 的 出 现 看 似 平常 ,但 
人 们 经 过 千 百 年 的 探寻 , 才 发 现 它 是 “不 可 能 的 ”. 可 见 发 现 它 的 
“不 可 能 性 "并 非 轻 松 . 此 处 仅 举 几 例 : 
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1. 几何 作 图 中 的 “三 大 "难题 

由 于 欧 几 里 得 几何 作 图 ,只 允许 有 限 次 运用 直 尺 和 圆规 , 因 
此 下 列 作 图 被 喻 为 “三 大 ”难题 ,两 千年 来 ,不 少 人 曾 试 图 解决 ,但 
未 能 成 功 ,其 实 这 些 问 题 是 不 可 能 问题 . 

(1) 为 略为 方 问题 : 作 一 个 正方 形 使 其 面积 等 于 已 知 圆 的 


面积 . 
(2) 售 立方 问题 : 作 一 个 正方 体 使 其 体积 等 于 已 知 正方 体 体 
积 的 2 售 . 


(3) 三 等 分 任意 角 问 题 . 

2. 哥 德 斯 堡 “七 桥 问题 ” 

哥 德 斯 堡 城 被 布 勒 尔 河 穿 城 而 过 ,由 两 个 支流 在 城中 汇合 而 
成 ,河上 中 间 有 一 岛 , 河 上 有 七 桥 :关于 "能 和 否 不 重复 地 一 次 走 遍 
七 桥 返回 原 地 ”( 详 见 第 三 部 分 第 二 章 ) 是 一 个 不 可 能 问题 ,被 欧 
拉 证 明 . 但 解决 此 题 过 程 的 方法 ,发 展 成 了 “图 论 ”" 和 “拓扑 学 ”. 

3. 五 次 与 五 次 以 上 方程 根 式 解 问题 

在 人 们 解决 二 次 \ 三 次 、 四 次 代数 方程 的 过 程 中 得 到 根 式 解 
之 后 ,人 们 试图 寻找 五 次 方程 的 根 式 解 . 但 阿 贝 尔 证 明了 :一般 的 
(一 元 ) 五 次 或 五 次 以 上 的 代数 方程 用 根 式 求解 不 可 能 . 但 由 于 五 
次 与 五 次 以 上 方程 的 根 式 解 的 问题 的 解决 ,创立 了 新 的 学 科 一 一 
群 论 . 

4. 有 理 点 正三 角 问 题 

在 平面 直角 坐标 系 xoy 中 ,等 边 三 角形 的 3 个 顶点 不 可 能 全 
是 有 理 点 (两 坐标 均 是 有 理 数 的 点 ). 

5. 三 角形 的 构成 问题 

以 lb+c-2al lc+a-251 la+b-2cl( 其 中 aceR) 为 
三 边 的 三 角形 不 可 能 存在 . 

证 明 : 由 三 边 和 知 ， 

(b+c-2a)+(c+t+a-2b)+(a+b-2c) =0 六 
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由 * 可 知 :b +c -2a,c +a -2b,a +b -2c 中 必 有 异 号 情形 ， 


或 两 正 一 负 , 或 两 负 一 正 . 
I) 若 +c-2a>0,c+a-20>0,a+b-2c<0 则 : 


Ib+c-2al = b+c-2a OD 
lc+a—-2b|l = c+a-2b 人 
la+b-2cl = 2c-a-b @ 


D+@:lb+c-2al +lc+t+a-2b| = 2c-a-b = la+b -2cl 

发 现 其 和 等 于 第 三 边 之 长 ,与 “三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ” 
矛盾 . 

卫 ) 若 b+c-2a<0,c+a-2b<0,a+b -2c>CQ 则 ; 


lb+c-2al = 2a-b-e @ 
lc+a-2b| = 2b-c~a © 
la+b-2cl =a+b-2c © 


@+D:lb+c-2al +lc+a-2b) =2a~-b-c+2b-c-a 
a+b-2c = la+b -2cl 

发 现 其 和 等 于 第 三 边 之 长 ,与 “三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ” 
矛盾 ， 

由 工 ) TI : 知 Il8+c-2al,lc+a-201,1a+8-2cl 构 不 成 三 
角形 . 

这 样 的 不 可 能 问题 还 不 少 . 

三 数学 中 的 未 解决 问题 

同样 ,从 数学 史 中 发 现 一 些 问题 ,表面 上 很 简单 ,然而 却 得 不 
到 解决 . 这 样 的 现象 在 算术 、 几 何 、 代 数 …… 在 初等 数学 和 高 等 数 
学 里 都 存在 , 现 举例 如 下 : 

1. 初等 数学 中 的 未 解决 问题 

如 等 积 等 周 的 毕 达 凡 拉 斯 三 角形 问题 . 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 ， 
指 边 长 全 部 是 整数 (或 有 理 数 ) 的 直角 三 角形 ,其 组 成 的 数组 叫 毕 


134 


达拉斯 数组 . 人 们 通过 不 太 困难 的 推导 可 以 发 现 :面积 相等 的 毕 
达 哥 拉 斯 三 角形 有 无 穷 多 组 ， 

这 个 问题 将 它们 具体 全 部 找 出 并 不 是 简单 的 事 . 人 们 寻找 的 
结果 是 : 当 等 积 的 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 的 个 数 m = 2 时 ,这 类 图 形 
中 面积 最 小 的 毕 达 哥 拉 斯 数组 为 (12,35,37) (20,21,29 ) ; 当 等 
积 的 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 个 数 m = 3 时 ,这 类 图 形 中 面积 最 小 的 毕 
达 哥 拉 斯 数组 为 (40,42,58) (24,70,74) (15 ,112 ,113 ) ; 当 等 
积 的 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 的 个 数 n = 4, 面 积 为 341880 的 4 个 直角 
三 角形 边 长 为 (111 ,6160,6161)、(231 ,2960 ,2969)、(528,1320， 
1418) (280,2442 ,2458) ,但 它们 不 一 定 是 面积 最 小 的 四 个 等 积 
形 ,其 他 情形 至 今 未 有 结果 . 

关于 等 周 的 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 的 研究 ,人 们 也 饶 有 兴趣 . 通 
过 方程 c++c = 1 和 叶 + 刀 = c(abec 为 三 边 长 ) 进 行 研究 ， 
也 只 得 到 一 些 局 部 结论 ,但 对 一 般 情形 , 仍 为 未 知 . 

2. 欧 拉 长 方 体 

欧 拉 认为 :三 条 棱 长 、 三 个 面 对 角 线 长 以 及 长 方 体 对 角 线 都 
为 整数 的 长 方 体 不 存在 . 人 们 称 此 长 方 体 为 欧 拉 长 方 体 . 

1895 年 布 洛 卡 德 在 长 方 体 三 条 棱 互 质 的 前 提 下 ,证 明了 欧 拉 
长 方 体 不 存在 . 因为 其 假设 不 妥 , 其 证 明 因 而 错误 . 至 于 三 棱 长 不 
互 质 的 情况 ,结论 至 今 未 知 . 科 锐 (I. Koveec ) 曾 在 1989 年 借 计算 
机 的 帮助 发 现 欧 拉 长 方 体 存在 ,其 棱 长 至 少 不 小 于 10" ,但 无 进 一 
步 结果 . 

3. 关于 数论 中 未 解决 的 问题 

“数论 " 虽 是 古老 的 数学 分 支 ,但 其 未 解决 的 问题 也 是 大 量 
的 . 1976 年 美国 数学 家 阿波 斯 托 尔 (Abostor) 在 他 的 著作 《解析 数 
论 导 引 ) 中 提出 12 个 数论 中 未 能 解决 的 问题 ,它们 是 : 

(1) 是 否 有 大 于 2 的 偶数 不 是 两 质数 之 和 ; 

(2) 是 否 有 大 于 2 的 偶数 不 是 两 质数 之 差 ; 


135 


(3) 是 否 存 在 无 穷 多 个 挛 生 质数 ; 

(4) 是 否 存在 无 穷 多 个 梅森 质数 ; 

(5$) 是 否 存在 无 穷 多 个 梅森 合 数 ( 形 如 2 -1 的 合 数 ,p 为 
质数 ); 

(6) 是 否 存 在 无 穷 多 个 费 马 质数 ; 

(7) 是 否 存在 无 穷 多 个 费 马 合 数 ( 即 形 为 2”+ 1 的 合 数 ) ; 

(8) 形 如 x + 此 的 质数 (x 是 整数 ,k 是 给 定 的 整数 ) 是 否 有 无 
穷 多 个 ; 

(9) 是 否 有 无 穷 多 个 质数 具有 x + 天 的 形式 ; 

(10)w 与 (n+1)? 之 间 是 否 至 少 存在 一 个 质数 ; 

(11)n>1, 当 w 与 +n 之 间 , 是 否 至 少 存在 一 个 质数 ; 

(12) 形 为 111……1 的 整数 中 是 否 有 无 穷 多 个 质数 . 

综 上 所 述 ,数学 上 的 “漏洞 "是 种 种 因素 下 的 现象 , 随 着 数学 
的 发 展 ,而 进行 弥补 和 完善 ,然后 ,又 推动 数学 的 发 展 . 数学 中 的 
“不 可 能 问题 ” ,说 明了 数学 的 公正 、 公 平 “ 无 王者 之 道 ”, 同 时 通 
过 “不 可 能 问题 ”的 研究 和 证 实 , 又 衍生 出 了 新 的 分 支 . 数学 中 “未 
解决 的 问题 ” ,说 明 想 要 认识 的 世界 是 “无 限 的 ” ,数学 探索 的 空间 
是 无 限 的 . 

同时 ,从 哲学 角度 看 :数学 的 发 展 、 数 学 的 成 果 与 数学 中 的 
“漏洞 "“ 数 学 的 不 可 能 问题 "、“ 数 学 未 解决 问题 "等 合 在 一 起 才 
是 数学 的 全 部 . 
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第 八 章 ”数学 发 展 的 趋势 


前 面谈 到 了 20 世纪 的 数学 成 果 , 可 谓 是 硕果 累累 . 这 些 成 果 
可 反映 出 数学 的 发 展 趋势 、 数 学 核心 领域 (数学 ) 的 扩张 ,数学 在 
社会 各 个 领域 的 应 用 、 计 算 机 与 数学 的 相互 影响 等 等 . 


$1 纯 数 学 的 扩张 


数学 核心 领域 也 称 为 纯粹 数学 或 核心 数学 . 纯粹 数学 在 19 
世纪 分 析 严 格 化 的 基础 上 ,在 20 世纪 得 到 了 巨大 发 展 ,在 发 展 过 
程 表 现 出 下 列 主要 趋势 :四 更 高 的 抽象 性 ;@ 更 强 的 统一 性 ;@@ 更 
深入 的 基础 探讨 . 

前 面 数 学 的 思维 特征 等 章节 中 ,已 提 及 数学 的 抽象 性 . 而 更 
高 的 抽象 化 是 20 世纪 纯粹 数学 的 主要 趋势 或 特征 ,这 种 趋势 ,最 
初 主要 是 受到 了 “集合 论 观 点 的 渗透 "和 “公理 化 方法 的 运用 ”两 
大 因素 的 驱动 

(1) 集 合 论 观点 “19 世纪 末 由 G. 康 托 尔 所 创立 的 集合 论 ,最 
初 遭 到 许多 数学 家 (包括 克 罗 内 克 、 克 莱 因 和 庞 加 莱 等 ) 的 反对 . 
但 到 20 世纪 初 ,这 一 新 理论 在 数学 中 的 作用 越 来 越 明 显 , 集合 概 
念 本 身 被 抽象 化 了 ,集合 已 不 必 是 数 集 或 点 集 , 而 可 以 是 任意 性 
质 的 元 素 集合 ,如 函数 的 集合 .曲线 的 集合 等 等 ,集合 论 作为 一 种 
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语言 进入 数学 的 不 同 领 域 ,同时 也 引起 了 数学 中 基本 概念 的 
变革 ， 

(2) 公 理化 方法 ”外 尔 曾 说 过 :“20 世纪 数学 的 一 个 十 分 突 
出 的 方面 是 公理 化 方法 所 起 的 作用 极度 增长 ,以 前 公理 方法 仅仅 
用 来 阐明 我 们 所 建立 的 基础 ,而 现在 它 却 成 为 具体 数学 研究 的 
工具 .” 

我 们 已 经 知道 ,虽然 欧 几 里 得 已 用 公理 化 方法 总 结 了 古代 的 
几何 知识 ,但 他 的 公理 系统 是 不 完备 的 , 希 尔 伯 特 在 1899 年 发 表 
的 《几何 基础 ) 中 则 提出 第 一 个 完备 的 公理 系统 ,与 以 往 相 比 , 希 
尔 伯 特 公理 化 方法 具有 两 个 本 质 特征 . 

首先 是 希 尔 伯 特 在 几何 对 象 上 达到 了 更 深刻 的 抽象 , 欧 几 里 
得 几何 对 所 讨论 的 几何 对 象 (点 ` 线 \ 面 等 ) 都 给 以 描述 性 定义 ,而 
希 尔 伯 特 发 现 点 ` 线 \ 面 的 具体 定义 本 身 在 数学 上 并 不 重要 ,它们 
之 所 以 成 为 讨论 的 中 心 ,仅仅 是 由 于 它们 与 所 选择 的 公理 的 关 
系 . 因此 希 尔 伯 特 的 公理 体系 虽然 也 是 从 “点 \ 线 、 面 "这 些 术 语 开 
始 ,把 它们 都 视 为 纯粹 抽象 的 对 象 ,没有 特定 的 具体 内 容 . 这 就 赋 
予 了 公理 系统 的 最 大 的 一 般 性 , 当 赋 予 这 些 抽象 以 具体 内 容 时 ， 
就 形成 各 种 特殊 的 理论 . 

其 次 , 希 尔 伯 特 考察 了 各 公理 间 的 相互 关系 ,明确 提出 了 对 
公理 系统 的 基本 逻辑 要 求 , 即 中 相 容 性 ;@@ 独 立 性 ;@@ 完 备 性 . 由 
于 上 述 特点 ,公理 化 方法 不 仅 使 几何 学 具备 了 严密 的 逻辑 基础 ， 
而 且 逐 步 渗 透 到 数学 的 其 他 领域 ,成 为 数学 研究 的 强 有 力 的 
工具 . 

集合 论 观点 与 公理 化 方法 在 20 世纪 逐渐 成 为 数学 抽象 的 范 
式 ,它们 相互 结合 将 数学 的 发 展 引 向 了 高 度 抽象 的 道路 ,导致 实 
变 函 数论 \ 泛 函 分 析 、 拓 扑 学 和 抽象 代数 等 具有 标志 性 的 四 大 抽 
象 分 支 的 崛起 . 这 四 大 分 支 所 创造 的 抽象 语言 结构 及 方法 ,又 渗 
透 到 诸多 数学 经 典 学 科 , 推动 它 们 在 抽象 基础 上 演化 发 展 , 现 举 
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几 例 : 

1. 勒 贝 格 积分 与 实 变 函数 论 

集合 论 的 观点 在 20 世纪 初 首先 引起 了 积分 学 的 变革 ,从 而 
导致 了 实 变 函数 论 的 建立 . 

19 世纪 末 , 分 析 的 严格 化 迫使 许多 数学 家 认真 考虑 所 谓 “ 病 
态 函 数 ” ,特别 是 不 连续 函数 ,如 狄 利克 雷 函 数 : 

起 ee 
0, 当 * 为 无 理 数 

和 不 可 微 函数 . 为 研究 积分 的 概念 怎样 推广 到 更 广泛 的 了 消 数 类 
(如 某 种 间断 函数 ) ,法 国 数学 家 勒 贝 格 利用 以 集合 论 为 基础 的 
“测度 ”概念 建立 了 所 谓 “ 勒 贝 格 积分 ”. 与 柯 西 和 黎 曼 的 积分 概 
念 不 同 , 勒 贝 格 将 函数 按 勒 贝 格 的 意义 变 得 可 想 , 在 勒 贝 格 积分 
的 基础 上 可 以 进一步 推广 导数 等 其 他 微 积分 基本 概念 ,并 重建 微 
积分 基本 定理 (微分 运算 与 积分 运算 的 互 逆 性 ) 等 微 积 分 的 基本 
事实 ,从 而 形成 了 一 门 新 的 数学 分 支 一 一 实 变 函 数论 . 实 变 函数 
论 是 普通 微 积 分 的 推广 , 它 使 微 积分 的 适用 范围 大 大 扩展 ,引起 
数学 分 析 的 深刻 变化 . 

2. 泛 范 分 析 

泛 函 分 析 是 现代 分 析 的 另 一 大 支柱 . 

关于 *“ 泛 函 "这 个 概念 , 变 分 法 的 典型 问题 是 求 积 分 

1(y) = fiF(x,y,y’) dx 

的 极 值 ,其 中 y = y(x*) 本 身 是 一 个 可 变 函 数 , 这 样 J(y) 就 可 以 看 
作 是 “函数 的 函数 "( 对 每 一 个 函数 y 有 一 个 J(y) 值 相对 应 ) ,也 
就 是 所 谓 “ 泛 晴 ”. 泛 函 的 抽象 理论 在 19 世纪 末 20 世纪 初 首 先 由 
意大利 数学 家 伏 尔 泰 拉 (V. Volterra ) 和 法 国 数学 家 阿达 马 开创 ， 
由 于 "* 泛 函 "这 个 概念 是 由 阿达 马 首先 采用 的 ,而 伏 尔 泰 拉 称 其 为 
线 函 数 . 
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泛 函 分 析 的 另 一 个 来 源 是 积分 方程 (未 知 函 数 在 积分 号 下 的 
方程 ) 理论. 19 世纪 末 , 瑞 典 数学 家 弗 雷 德 霍 姆 (I. Fredholm ) 创造 
了 一 种 方法 来 处 理 某 类 特殊 的 积分 方程 ( 即 弗 雷 德 霍 姆 方程 ) ,这 
个 方法 揭示 了 积分 方程 与 线性 代数 方程 组 之 间 的 相似 性 ,从 而 可 
将 积分 方程 看 成 是 线性 代数 方程 组 的 极限 情形 . 希 尔 伯 特 通过 严 
密 的 极限 过 程 有 效 地 将 有 限 线性 代数 方程 组 的 结果 推广 到 积分 
方程 ,其 中 他 引进 无 穷 级 数 . 

|o ,42，,…,a,，…|( 简 记 为 |a, | 或 a) 全 体 组 成 的 集合 (后 记 


为 ,其 中 任 一 数组 诸 分 量 的 平方 和 都 是 有 限 数 Ea) ,并 在 任意 


两 数组 ja,| = a 和 |b,} = 4 间 定 义 了 一 种 叫做 内 积 的 运算 ,用 
(4.5) 表示: 
(Cab SE 三 ai， 

这 样 一 个 无 穷 集合 了 ,就 构成 后 来 所 说 的 “ 希 尔 伯 特 空间 ”， 
也 是 历史 上 第 一 个 具体 的 无 穷 维 空间 . 希 尔 伯 特 之 后 ,他 的 学 生 
施 密 特 (E. Schimidt) 以 及 汉 “ 诺 依 曼 等 人 进一步 研究 无 穷 数 组 集 
合 人 ,将 每 个 无 穷 组 ia, | 看 作 是 一 个 “点 ” ,并 经 过 深入 的 几何 类 
比 ,正式 确定 了 希 尔 伯 特 空间 的 概念 ,在 这 类 比 推广 中 ,“ 内 积 ” 概 
念 扮演 了 关键 角色 . 

以 后 数学 家 们 又 发 现 了 其 他 无 穷 维 希 尔 伯 特 空间 的 例子 , 特 
别 是 匈牙利 数学 家 里 斯 (. Riesz) 和 德国 数学 家 费 舍 尔 (E. Fisch- 
er) 几乎 同时 建立 了 全 体 在 区 间 [a,5] 上 平方 ( 勒 贝 格 ) 可 积 函 数 
f(x) 的 集合 集合 [了 (a,b) ] 与 平方 可 积 数 组 ?之 间 的 等 价 (一 一 
对 应 ) 关 系 ,粗略 地 说 , 泛 阴 分 析 就 是 在 这 种 抽象 函数 空间 上 的 微 
积分 . 

泛 函 分 析 的 建立 体现 了 在 集合 论 影响 下 空间 和 函数 这 两 个 
基本 概念 的 进一步 变革 .“ 空间 ”现在 被 理解 为 某 类 元 素 的 集合 ， 
这 些 元 素 按 习惯 被 称 作 “点 ”, 它 们 之 间 受 到 某 种 关系 的 约束 ,这 
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些 关 系 被 称 为 空间 的 结构 , 简 言 之 “空间 "仅仅 是 具有 某 种 结构 
的 集合 ,而 “ 函数 "的 概念 则 被 推广 为 两 个 空间 (包括 一 个 空间 到 
它 自 身 ) 之 间 的 元 素 对 应 (映射 ) 关系 . 其 中 将 函数 映 为 实数 (或 
复数 ) 的 对 应 关系 就 是 通常 所 称 的 “ 泛 晴 ”. 

随后 抽象 空间 理论 与 泛 函 分 析 有 了 巨大 的 发 展 ,1922 年 波兰 
数学 家 巴 拿 赫 (S. Banach ,1892 ~ 1945 ) 提出 了 比 希 尔 伯 特 空间 更 
一 般 的 赋 范 空间 (后 称 巴 拿 赫 空间 ) 概念 ,用 与 角度 概念 无 关 的 
“ 范 数 "替代 内 积 而 定义 距离 及 收敛 性 , 极 大 地 拓 广 了 泛 函 分 析 的 
疆域 . 并 且 他 还 建立 了 巴 拿 赫 空间 上 的 线性 算 子 理论 ,证 明了 一 
批 后 来 成 为 泛 函 分 析 基 础 的 重要 定理 . 

广义 函数 论 也 是 在 20 世纪 泛 函 分 析 发 展 中 诞生 的 ,长 期 以 
来 ,科学 家 们 一 直 为 一 类 奇怪 的 函数 困扰 ,如 狄 拉克 函数 : 


6(x) = 0 (x#0) 
三 -5(x*)d(z) = 1 


在 物理 学 中 应 用 广泛 ,但 按 已 有 的 数学 概念 却 不 能 理解 . 但 1945 
年 ,法 国 数学 家 施 瓦 茨 (L. Schwartz) 将 这 些 函 数 解释 为 广义 函数 ， 
使 它们 有 了 严格 的 数学 基础 ,广义 函数 标志 着 函数 概念 发 展 史 上 
的 一 个 新 阶段 . 

泛 痛 分 析 有 力 地 推动 了 其 分 析 分 支 的 发 展 ,同时 泛 也 分 析 的 
观点 与 方法 还 广泛 应 用 到 其 他 科学 与 工程 技术 领域 . 

3. 抽象 代数 

在 20 世纪 公理 化 方法 向 各 个 数学 领域 渗透 的 过 程 中 ,抽象 
代数 的 形成 与 发 展 占有 特殊 的 地 位 . 

在 19 世纪 ,代数 学 的 对 和 象 已 突破 了 数 (包括 用 符号 表示 的 
数 ) 的 范畴 . 在 伽 罗 瓦 之 后 , 群 的 概念 本 身 进 一 步 发 展 ,除了 有 限 
的 、 离 散 的 群 ,又 出 现 了 无 限 群 连续 群 等 . 代数 对 象 的 扩张 ,还 沿 
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着 其 他 途径 进行 ,产生 了 许多 其 他 的 代数 系统 ,例如 ,我 们 已 提 到 
过 的 四 元 数 与 超 复数 \ 域 理想 等 . 19 世纪 数学 家 还 引进 了 环 . 

进入 20 世纪 ,人 们 逐渐 认识 到 这 些 代数 系统 中 元 素 本 身 的 
内 容 并 不 重要 ,重要 的 是 关联 这 些 元 素 的 运算 (如 乘法 、 加 法 ) 及 
其 所 服从 的 规则 ( 如 分 配 律 、 交 换 律 等 ) ,于 是 便 开始 了 舍弃 元 素 
的 具体 内 容 从 具体 代数 系统 向 抽象 代数 系统 的 过 渡 . 在 希 尔 伯 特 
关于 几何 基础 的 工作 之 后 , 随 着 代数 学 中 公理 化 方法 系统 的 使 
用 ,最 终 确 定 了 公理 化 方法 在 代数 领域 的 统治 地 位 . 

通常 将 诺 特 1921 年 发 表 的 《 环 中 的 理想 论 ) 看 作 是 现代 抽象 
代数 的 开端 . 诺 特 用 公理 化 方法 还 发 展 了 一 般 理想 论 ,奠定 了 抽 
象 交换 环 理论 的 基础 . 诺 特 1932 年 与 布 侥 尔 、 哈 塞 合作 证 明了 所 
谓 “ 代 数 主 定理 ”, 成 为 代数 发 展 史上 的 一 个 重大 转折 . 

诺 特 的 思想 与 方法 ,主要 由 范 德 瓦 尔 登 概括 与 总 结 ,写成 专 
著 , 这 就 是 1930 ~ 1931 年 间 出 版 的 二 卷 本 《近世 代数 学 》. 这 部 用 
透彻 的 公理 化 形式 组 织 的 抽象 代数 著作 的 问世 ,使 抽象 代数 在 相 
当 长 时 间 内 成 为 数学 家 们 关注 的 热点 . 抽象 代数 使 代数 结构 成 为 
代数 学 研究 的 中 心 . 

代数 结构 是 由 集合 以 及 集合 元 素 之 间 的 一 个 或 几 个 二 元 合 
成 运算 组 成 . 这 里 关键 在 于 :中 集合 的 元 素 是 抽象 的 ,不 事先 赋予 
具体 涵义 ;@ 运 算是 通过 公理 来 规定 . 基于 此 ,抽象 代数 的 研究 具 
有 极 大 的 一 般 性 并 能 演绎 出 无 比 丰富 的 内 容 . 

代数 结构 的 研究 对 现代 数学 的 发 展 影响 深远 ,法 国 布尔 巴 
基 学 派 范 德 瓦 尔 登 的 4 近世 代数 学 》 提 出 了 一 般 的 数学 结构 观 
点 . 代数 结构 与 “拓扑 结构 "和 “ 序 结构 ” ,它们 合 称 为 “ 母 结 
构 ”. 以 这 三 类 结构 为 基础 ,通过 它们 的 交叉 、 结 合 而 产生 各 种 
层次 的 新 结构 . 以 结构 的 观点 抽象 ,导致 了 对 数学 中 更 一 般 的 抽 
象 结 构 的 研究 . 


143 


4. 拓扑 学 

拓扑 学 研究 对 象 是 几何 图 形 的 连续 性 质 , 即 在 连续 变形 下 保 
持 不 变 的 性 质 . 拓扑 学 是 由 欧 拉 的 哥 德 斯 堡 七 桥 问题 `. 地 图 四 色 
问题 (1852) 等 问题 的 研究 引起 的 ,他 们 均 称 这 类 问题 为 "位置 几 
何 ”.“ 拓 扑 学 "这 一 术语 则 是 高 斯 的 学 生 李 斯 廷 (J. B. Listing ) 首 
先 引 用 的 (1847). 但 拓扑 学 本 质 上 是 属于 20 世纪 的 抽象 学 科 , 庞 
加 莱 1895 ~ 1905 年 间 发 表 一 组 论文 ,展开 了 现代 拓扑 学 研究 . 庞 
加 莱 将 几何 图 形 剖 分 成 有 限 个 相互 连接 的 基本 片 ,并 用 代数 组 合 
的 方法 研究 其 性 质 , 用 这 样 的 观点 加 以 研究 的 拓扑 学 叫做 组 合 拓 
扑 学 . 庞 加 莱 定 义 了 高 维 流 形 、 同 胚 \ 同 调 ,还 引进 了 一 系列 拓扑 
不 变量 ,提出 庞 加 莱 对 偶 定理 和 庞 加 莱 猜 想 , 等 等 ,总 之 ,组 合 拓 
扑 学 是 由 庞 加 莱 葛 定 的 基础 . 

1926 年 , 诺 特首 先 洞察 到 群 论 在 组 合 拓扑 学 研究 中 的 重要 意 
义 , 在 她 的 影响 下 , 霍 普 夫 (H. Hopf) 定 义 了 同调 群 , 科 尔 莫 苞 罗 夫 
和 亚历山大 (J. WW. Alexander) 又 定义 了 上 同调 群 . 从 拓扑 到 代数 
过 渡 的 另 一 条 途径 是 同 伦 (homotopy ) 理论 ,波兰 数学 家 胡 勒 维 蒋 
(W. Hurewicz) 是 同 伦 论 的 葛 基 人 ,他 引进 了 n 维 同 伦 群 概念 , 同 
调 论 与 同 伦 论 一 起 推动 组 合 拓扑 学 演变 成 利用 抽象 代数 方法 的 
代数 拓扑 学 . 同调 论 与 同 伦 论 ,始终 是 这 一 《代数 拓扑 学 》 两 大 支 
柱 .20 世纪 30 年 代 中 期 起 ,一 般 拓 扑 学 趋 于 成 熟 ,成 为 第 二 次 世 
界 大 战 后 数学 的 基础 学 科 . 

5. 概率 论 的 公理 化 

20 世纪 前 后 提出 的 公理 化 方法 是 数学 思维 一 大 特征 . 概率 论 
的 公理 化 ,是 数学 抽象 化 的 又 一 成 果 , 它 使 这 门 古老 的 学 科 焕 发 
出 新 的 生命 力 . 

(1)20 世纪 以 前 的 概率 论 ”概率 论 起 源 于 博弈 问题 . 15 ~ 16 
世纪 ,意大利 数学 家 帕 乔 利 (L. Pacioli ) 、 塔 塔 利 亚 和 卡尔 丹 的 著 
作 中 曾 讨论 过 “如果 两 人 赌博 提前 结束 ,该 如 何 分 配 赌 金 " 等 概率 
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问题 . 但 作为 一 门 独立 数学 分 支 ,其 真正 的 葛 基 人 是 雅 各 布 ， 伯 
努 利 ,他 在 遗 著 《 猜 测 术 》 中 首次 提出 伯 努 利 定理 : 若 存在 一 系列 
独立 试验 ,事件 4 发 生 的 概率 为 常数 P, 那 么 对 Ye >0 的 试验 次 
数 n 有 : 

p{ 1 至 -pl<e} = >1-n(m 为 任意 小 正 数 ). 
式 中 

m 一 一 n 次 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 . 

但 努 利 定理 刻画 了 大 量 经 验 观 测 中 呈现 的 稳定 性 ,作为 大 数 
定律 的 最 早 形式 而 在 概率 论 史上 占有 重要 位 置 . 

伯 努 利之 后 , 拉 普 拉 斯 1812 年 在 (概率 的 分 析 理 论 》 中 ,以 分 
析 作 为 工具 处 理 概率 论 的 基本 内 容 , 使 研究 的 结果 系统 化 ,在 这 
部 著作 中 , 拉 普 拉 斯 给 出 了 概率 的 古典 定义 : 

事件 4 的 概率 P(4) 等 于 一 次 试验 中 有 利于 事件 4 的 可 能 的 
结果 数 与 该 试验 中 所 有 可 能 的 结果 数 之 比 . 

拉 普 拉 斯 开辟 了 概率 论 的 新 时 期 . 此 后 极限 理论 的 发 展 成 为 
概率 论 研究 的 中 心 课 题 . 

(2) 科 尔 莫 戈 罗 夫 公理 化 ”俄国 的 伯 因 斯 但 和 奥地利 的 汉 
米 西 斯 , 曾 提出 了 一 些 公理 作为 概率 的 前 提 , 但 其 理论 不 完备 . 法 
国 的 博 雷 尔 又 提出 了 测度 论 . 数学 旨 在 使 概率 论 严 格 化 . 在 经 历 
一 番 严 格 化 的 尝试 之 后 ,出 现 了 科 尔 莫 戈 罗 夫 公理 化 . 

科 尔 莫 戈 罗 夫 公理 化 概率 论 中 的 第 一 个 基本 概念 ,是 所 谓 
“基本 事件 集合 ” ,假设 进行 某 种 试验 ,这 种 试验 在 理论 上 应 该 允 
许 任 意 次 重复 进行 ,每 次 试验 都 有 一 定 的 、 依 赖 于 机 会 的 结果 ,所 
有 可 能 结果 的 总 体形 成 一 个 集合 (空间 )E, 就 称 之 为 基本 事件 集 
合 , 对 于 概率 论 的 逻辑 而 言 ,集合 E 的 元 素 是 抽象 的 、 非 具体 的 ， 
正如 公理 化 几何 学 中 的 点 、 线 、 面 等 一 样 . 

E 的 任意 子 集 , 即 由 可 能 的 结果 事件 组 成 的 任意 集合 ,被 称 
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为 随机 事件 ,并 不 是 所 有 的 随机 事件 都 被 考虑 ,而 只 考虑 一 定 的 
事件 域 . 我 们 知道 概率 论 只 处 理 那 些 在 某 种 意义 上 发 生 频 率 稳定 
的 事件 ,而 科 尔 莫 戈 罗 夫 的 公理 化 理论 中 , 对 于 域 中 的 每 一 个 事 
件 , 都 有 一 个 确定 的 非 负 实数 与 之 对 应 ,这 个 数 就 叫做 该 事件 的 
概率 . 在 这 里 ,概率 的 定义 同样 是 抽象 的 . 

科 尔 莫 戈 罗 夫 提出 了 6 条 公理 ,整个 概率 论 可 以 从 这 6 条 公 
理 出 发 建筑 起 来 ,他 的 公理 系统 逐渐 获得 了 与 其 他 数学 分 支 同 等 
的 地 位 ,并 通过 集合 论 与 其 他 数学 分 支 密切 地 联系 着 , 

(3) 公 理化 以 后 的 概率 论 ”概率 论 的 公理 化 ,使 现代 概率 论 
取得 了 一 系列 理论 突破 . 

公理 化 概率 论 首先 使 随机 过 程 的 研究 获得 了 新 的 起 点 ,随机 
过 程 作 为 随时 间 变化 的 偶然 量 的 数学 模型 ,是 现代 概率 论 研 究 的 
重要 主题 . 一 类 普遍 的 随机 过 程 叫做 马尔 可 夫 过 程 , 这 是 一 种 无 
后 效 性 随机 过 程 , 即 在 已 知 当 前 的 状态 下 ,过 程 的 未 来 状态 与 其 
过 去 状态 无 关 . 随后 莱 维 创立 研究 随机 过 程 的 新 方法 ,提出 了 独 
立 增 量 过 程 的 一 般 理论 , 极 大 地 推进 了 作为 一 类 特殊 马尔 可 夫 过 
程 的 布朗 运动 的 研究 . 1934 年 针对 自然 界 中 许多 随机 现象 表现 出 
某 种 平稳 性 , 辛 钦 提 出 了 平稳 过 程 理论 . 

男 一 类 有 重要 意义 的 随机 过 程 是 “ 拷 ”. 鞭 论 使 随机 过 程 的 研 
究 进一步 抽象 化 ,不 仅 丰富 了 概率 论 的 内 容 , 而 且 为 其 他 数学 分 
支 如 调和 分 析 、 复 变 函 数位 势 理论 等 提供 了 有 力 的 工具 . 

像 任何 一 门 公 理化 的 数学 分 支 一 样 , 概率 论 公 理化 一 旦 完 
成 ,就 允许 各 种 具体 的 解释 ,概率 论 的 公理 化 是 将 概率 概念 从 频 
率 解释 抽象 出 来 ,同时 又 总 可 以 从 形式 系统 再 回 到 现实 世界 , 概 
率 论 的 应 用 范围 被 大 大 拓宽 了 . 
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$2 ”数学 的 统一 化 


20 世纪 以 来 ,数学 的 发 展 也 像 其 他 科学 一 样 , 既 越 来 越 分 化 ， 
又 越 来 越 相互 渗透 、 结 合 . 20 世纪 下 半 叶 ,数学 科学 的 这 种 统一 化 
趋势 越 来 越 明显 . 由 于 不 同 分 支 领域 的 数学 思想 与 数学 方法 相互 
融合 ,产生 了 一 系列 重大 发 现 以 及 数学 内 部 新 的 综合 交叉 学 科 的 
不 断 兴 起 ,本 节 将 20 世纪 纯粹 数学 的 部 分 分 支 作为 例子 ,粗略 了 
解 一 点 数学 的 统一 化 ,去 发 现 和 感受 至 少 从 使 用 的 数学 方法 方 
面 ,数学 中 不 同 分 支 的 界限 正在 变 得 模糊 . 


一 \ 微 分 拓扑 与 代数 拓扑 


拓扑 学 的 基本 对 象 是 “ 流 形 ” 而 流 形 是 通常 曲面 的 推广 . 如 
果 撤 开具 体 的 曲面 形象 ,一 个 n 欠 流 形 的 抽象 定义 是 指 具 有 下 列 
性 质 的 对 象 一 一 它 从 任何 一 个 局 部 看 都 很 像 通 常 的 n 维 欧 几 里 
得 空间 (RR"). 如 二 维 球面 就 是 一 个 二 维 流 形 :任意 一 个 小 片 球面 
看 上 去 都 像 一 小 片 平面 . 当然 局 部 相像 并 不 能 推出 整体 相像 ,但 
这 种 局 部 相像 使 我 们 可 以 在 任 一 流 形 的 局 部 区 域 建立 笛 卡 儿 坐 
标 系 以 及 以 其 为 基础 的 通常 的 微分 运算 . 如 果 能 够 进一步 在 整个 
流 形 上 建立 起 协调 一 致 的 微分 运算 ,就 称 这 样 的 流 形 为 "微分 流 
形 " 或 “光滑 流 形 ”. 而 “微分 结构 "是 以 微分 运算 为 基础 的 、 能 用 
盖 整 个 流 形 的 坐标 系 . 

以 微分 流 形 为 基本 对 象 的 拓扑 学 叫 微分 拓扑 学 ,美国 数学 家 
惠 特 尼 (H. Whitney ,1907 ~ 1989 ) 在 《微分 流 形 》 一 文 ,给 出 了 微分 
流 形 的 一 般 定义 和 证 明了 任何 微分 流 形 M 总 可 以 嵌入 到 高 维 欧 
氏 空 间作 为 光滑 子 流 形 , 他 又 引进 了 重要 的 基本 概念 “纤维 从 ”. 
对 一 般 的 流 形 , 还 给 出 了 作为 纤维 从 结构 的 基本 不 变量 的 惠 特 尼 
示 性 类 . 
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因为 惠 特 尼 示 性 类 的 定义 涉及 上 同调 类 ,使 得 微分 拓扑 与 代 
数 拓扑 紧密 地 联系 起 来 . 事实 上 ,微分 拓扑 学 中 广泛 地 使 用 着 与 
同调 、 同 伦 等 有 关 的 代数 拓扑 方法 , 反 过 来 ,代数 拓扑 学 又 受到 了 
微分 拓扑 学 的 推动 . 

微分 拓扑 学 起 始 于 20 世纪 50 年 代 米 尔 诺 “ 怪 球 ” 的 发 现 . 惠 
特 尼 在 微分 映射 的 基础 上 ,开创 了 奇 点 理论 (1955 ) ,1969 年 托 姆 
在 奇 点 分 类 基础 上 提出 描述 实 变现 象 的 数学 模型 ,从 而 形成 一 门 
新 新 分 支 一 一 实 变 理 论 . 


二 整体 微分 几何 


微分 几何 以 微分 为 主要 研究 工具 ,而 古典 微分 几何 多 是 针对 
局 部 性 的 . 黎 曼 几何 是 在 空间 每 一 点 附近 建立 局 部 的 二 次 微分 变 
量 形式 ; 

ds = Egydxidx,. 

19 世纪 末 , 意 大 利 数学 家 里 奇 (C. G. Ricci ) 发 展 了 黎 曼 关于 
微分 形式 不 变量 的 研究 ,开创 了 所 谓 “ 绝 对 微分 学 ” ,系统 地 研究 
黎 曼 度量 在 坐标 变换 之 下 的 不 变性 质 . 1917 年 ,里 奇 的 学 生 列 
维 一 奇 维 塔 (T. Levi - Civita) 引进 “ 列 维 一 奇 维 塔 平移 ” ,将 欧 氏 
空间 的 平行 概念 推广 到 弯曲 空间 ,使 黎 曼 几何 具有 了 明显 的 几何 
意义 , 后 来 外 尔 发 现 平行 性 与 空间 的 度量 性 质 无 关 ,从 而 建立 更 
广泛 的 几何 理论 .1920 年 以 后 嘉 当 (E. Cartan ) 发 展 了 一 般 的 联络 
理论 与 活动 标 架 法 . 

1925 年 , 霍 普 夫 注意 到 黎 曼 空间 的 微分 几何 结构 与 拓扑 结构 
的 关系 ,微分 几何 开始 经 历 从 局 部 到 整体 的 转移 . 

整体 微分 几何 以 研究 微分 几何 (小 范围 ) 性 质 与 大 范围 性 质 
之 间 的 联系 为 目标 . 由 于 纤维 丛 的 概念 反映 了 流 形 的 固有 的 拓扑 
性 质 , 它 提供 了 从 局 部 研究 向 整体 研究 过 渡 的 合适 机 制 . 因此 整 
体 微分 几何 的 研究 与 微分 拓扑 学 的 结合 便 紧密 起 来 . 由 于 纤维 从 


148 


与 示 性 类 的 引入 ,使 整体 微分 几何 的 研究 出 现 了 突破 ,其 中 陈 省 
身 在 这 方面 有 奠基 性 的 贡献 . 

微分 几何 本 来 就 是 分 析 在 几何 中 的 应 用 . 整体 微分 几何 则 表 
现 出 与 现代 分 析 更 深刻 的 联系 ,特别 是 非 线性 偏 微 分 方程 理论 的 
运用 ,引出 了 整体 微分 几何 的 重大 成 果 , 丘 成 桐 解决 了 卡 比 拉 猜 
想 和 一 系列 与 非 线 性 偏 微分 方程 有 关 的 其 他 几何 问题 . 


三 ,代数 几何 


代数 几何 是 伴随 解析 几何 发 展 起 来 的 以 欧 氏 空间 中 的 曲线 
和 曲面 为 对 象 的 分 支 ,后 来 演变 为 研究 若干 代数 方程 的 公共 零点 
集 ( 代 数 簇 ) 的 几何 性 质 . 直到 1939 年 , 范 德 瓦 尔 登 利用 交换 代数 
的 方法 莫 定 了 代数 几何 的 新 基础 .1946 年 , 韦 依 (A. Weil) 利用 抽 
象 代数 方法 建立 了 抽象 域 上 的 代数 几何 理论 ,以 后 代数 几何 的 发 
展 便 与 代数 拓扑 、 多 复 变 函数 、 抽 象 代数 、 微 分 几何 等 交织 在 一 
起 ,并 取得 了 重大 的 进展 . 

1955 年 ,法国 数 学 家 塞 尔 (村 - P. Serre ) 利用 拓扑 学 中 “ 层 ” 
的 概念 建立 代数 簇 的 理论 ,以 此 为 基础 , 格 罗 申 迪 克 ( A. Grothend- 
ieck ) 将 代数 簇 概念 推广 为 更 一 般 的 “ 概 型 ”. 概 型 的 概念 使 代数 
几何 的 发 展 进 入 了 新 阶段 . 它 不 仅 统一 了 代数 几何 本 身 的 各 种 理 
论 与 结果 ,而 且 使 代数 几何 与 代数 数论 的 研究 统一 到 共同 的 语言 
下 ,形成 了 所 谓 “ 算 术 代 数 几 何 ” ,并 引导 了 重大 的 突破 ,例如 1973 
年 德 利 涅 (P. Deligne) 用 格 罗 申 迪 克 理 论证 明了 韦 依 猜想 ( 一般 代 
数 簇 上 的 黎 曼 猜想 ) ;法 尔 廷 斯 1983 年 证 明 葛 代 尔 猜想 等 . 


四 、 多 复 变 函数 论 


单 复 变 函 数论 在 19 世纪 经 以 皮卡 (C.E. Picard ) 为 代表 的 法 
国清 数论 学 派 的 工作 已 有 很 大 发 展 . 到 20 世纪 30 年 代 前 后 ,芬兰 
数学 家 奈 凡 林 那 (R. H. Nevanlinna ) 建立 了 统一 的 亚 纯 函 数值 分 
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布 理论 一 一 奈 凡 林 那 理论 . 奈 凡 林 那 的 学 生 阿 尔 福 斯 ( 工 . V. Ahl- 
fors) 将 拓扑 方法 引入 奈 凡 林 那 理论 的 研究 ,建立 了 所 谓 覆 盖 面 理 
论 ,作出 了 新 的 重大 贡献 . 单 复 变 函数 论 20 世纪 在 黎 曼 曲面 与 单 
值 比拟 共 形 映照 等 方面 都 有 重要 进展 ,1984 年 , 德 布 兰 奇 (L. de 
Blanges) 还 证 明了 比 贝 巴赫 (L. Bieberbach ) 猜想 ( 对 单位 圆 内 的 
单 叶 解 析 函 数 ). 

多 复 变 函 数论 是 单 复 变 函 数论 的 自然 推广 ,但 多 变量 情形 的 
复杂 性 使 这 种 推广 在 1950 年 以 前 进展 缓慢 . 但 到 20 世纪 下 半 叶 ， 
由 于 综合 运用 了 拓扑 学 、 微 分 几何 、 偏 微 方程 论 以 及 抽象 代数 等 
领域 的 概念 与 方法 ,多 复 变 函 数论 的 研究 取得 了 长 足 的 进步 . 


五 动力 系统 


庞 加 莱 关 于 常 微分 方程 定性 理论 的 一 系列 课题 ,成 为 动力 系 
统 理论 的 出 发 点 . 美国 数学 家 伯 克 霍 夫 (G. D. Birkhoff, 1884 ~ 
1944) 从 1912 年 起 以 三 体 问 题 为 背景 ,扩展 了 动力 系统 的 研究 . 
1937 年 , 庞 特 里 亚 金 提出 结构 稳定 性 概念 , 要求 在 微小 扰动 下 保 
持 相 图 (拓扑 结构 ) 不 变 ,使 动力 系统 的 研究 向 大 范围 转化 . 

动力 系统 的 研究 由 于 拓扑 方法 与 分 析 方 法 的 有 力 结合 而 取 
得 了 重大 进步 ,借助 于 计算 机 模拟 又 引发 具有 异常 复杂 性 的 混 
沌 、 分 岔 分 形 理 论 , 这 方面 的 研究 涉及 众多 的 数学 分 支 . 

1925 年 英 尔 斯 (H. M. Morse ,1892 ~ 1977 ) 推广 伯 克 霍 夫 动力 
系统 理论 中 极 小 极 大 原理 ,得 到 莫 尔 斯 不 等 式 , 以 后 又 发 展 成 所 
谓 “ 葛 尔 斯 理论 ", 即 可 微 函数 的 临界 点 的 理论 . 临界 点 理论 应 用 
于 变 分 问题 就 得 到 大 范围 变 分 法 . 它们 与 微分 拓扑 学 一 起 构成 一 
个 相互 交叉 、 相 互 影响 的 学 科 群 . 


六 、 偏 微分 方程 与 泛 函 分 析 
偏 微分 方程 论 19 世纪 是 以 寡 级 数 为 工具 来 研究 的 . 在 20 世 
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纪 , 采 取 了 泛 函 分 析 的 观点 与 方法 从 而 打开 了 新 局 面 . 用 抽象 空 
间 上 的 微分 算 子 来 表述 偏 微分 方程 并 应 用 各 种 泛 函 分 析 的 方法 
加 以 研究 ,由 新 方法 、 新 思想 的 植 入 引出 了 偏 微分 方程 论 的 许多 
重要 成 果 . 1965 年 堆 尔 曼 德 与 尼 伦 伯 格 等 又 共同 发 展 了 一 般 的 微 
分 算 子 理论 . 这 理论 是 工具 性 的 . 

现代 偏 微 分 方程 论 与 拓扑 学 、 微 分 几何 、 多 复 变 函 数论 等 分 
支 都 有 密切 的 联系 . 


七 、 随 机 分 析 


20 世纪 引进 的 随机 积分 与 随机 微分 方程 ,为 随机 分 析 的 发 展 
奠定 了 基础 . 从 此 使 得 概率 论 向 分 析 与 几何 领域 渗透 日 益 加 剧 ， 
随 之 产生 随机 微分 几何 、 无 穷 维 随机 分 析 等 领域 . 1976 年 马 利 安 
文 (P. Malliavin) 等 用 随机 分 析 方 法 重新 证 明了 阿 蒂 亚 一 辛 格 指 
标定 理 和 偏 微分 椭圆 算 子 的 堆 尔 曼 德 定理 ,更 加 深刻 地 揭示 了 随 
机 性 数学 与 决定 性 数学 的 内 在 统一 性 . 可 以 发 现 随机 分 析 的 研究 
发 展 迅速 ,并 与 理论 物理 密切 相关 . 

由 上 述 几 例 可 见 : 数 学 的 有 机 统一 ,是 这 门 科 学 在 20 世纪 呈 
现 的 特点 . 按照 希 尔 伯 特 的 观点 :“ 数 学 理论 越 是 向 前 发 展 , 它 的 
结构 就 变 得 越 加 调和 一 致 ,并 且 这 门 科学 一 向 相互 隔绝 的 分 支 之 
间 也 显露 出 原先 意 想不到 的 关系 . 因此 随 着 数学 的 发 展 , 它 的 有 
机 的 特性 不 会 丧 失 , 只 会 更 清楚 地 呈现 出 来 . ”20 世纪 数学 的 发 
展 , 证 实 了 希 尔 伯 特 的 看 法 . 尽管 现代 数学 分 支 繁多 ,在 作为 整体 
的 数学 中 , 却 仍 使 用 着 相同 的 工具 与 算法 ,存在 着 概念 的 亲缘 关 
系 . 数学 内 部 的 这 种 统一 性 ,也 正 是 它 能 够 作为 科学 的 普遍 语言 
的 根源 所 在 ,必然 对 它 所 应 用 的 科学 技术 领域 带 来 深远 影响 . 所 
有 这 些 是 与 数学 家 们 对 联系 数学 中 不 同 领域 与 分 支 .追求 统一 目 
标的 工作 分 不 开 的 ,数学 科学 的 统一 性 将 有 保持 下 去 的 趋势. 
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8$3 ”对 基础 的 深入 探讨 


数学 的 严格 基础 ,自古 以 来 就 是 数学 家 们 追求 的 目标 . 这 样 
的 追求 ,在 20 世纪 以 前 曾经 历 过 两 次 巨大 的 考验 . 随 着 19 世纪 末 
分 析 严 格 化 的 最 高 成 就 一 一 集合 论 的 出 现 ,似乎 给 数学 家 们 带 来 
了 一 劳 永 逸 地 摆脱 基础 危机 的 希望 . 集合 论 出 现 之 后 ,尽管 其 相 
容 性 还 未 得 到 证 明 , 庞 加 莱 却 在 1900 年 巴黎 国际 数学 家 大 会 上 
宣称 : 现在 我 们 可 以 说 ,完全 的 严格 性 已 经 达到 了 ! 但 就 在 第 二 
年 ,英国 数学 家 罗素 (B. Russeli) 却 以 一 个 简单 明了 的 集合 论 * 悖 
论 ” ,又 引起 了 关于 数学 基础 的 新 的 争论 . 这 个 现象 ,说 明了 对 数 
学 基础 进行 探讨 是 必要 的 . 那么 对 数学 基础 的 更 深入 的 探讨 , 自 
然 就 成 为 20 世纪 纯粹 数学 的 又 一 重要 特征 . 


一 、 集 合 论 悖 论 所 引发 的 


罗素 的 悖 论 是 :把 所 有 不 属于 自己 的 那些 集合 记 为 了 ,试问 集 
合 T 是 否 也 是 一 种 不 属于 自己 的 集合 ? 

即 构造 了 = jx | xex| 试 问 Te7T 是 否 成 立 ? 

无 论 出 现 Te7 或 Tg 了 哪 一 种 情况 ,都 将 导出 矛盾 的 结论 . 

1919 年 罗素 又 给 上 述 悖 论 以 通俗 的 形式 , 即 所 谓 “ 理 发 师 悖 
论 ” : 某 乡村 理发 师 宣布 了 一 条 原则 ,他 给 所 有 不 给 自己 刊 脸 的 人 
刊 脸 ,并 且 只 给 村 里 这 样 的 人 刊 脸 . 试问 :理发 师 是 否 自己 给 自己 
刊 脸 ? 如 果 他 给 自己 刊 脸 , 他 就 不 符合 他 提出 的 原则 ,因此 他 不 
应 该 给 自己 乔 脸 ;如 果 他 不 给 自己 刊 脸 ,那么 根据 他 的 原则 ,他 就 
应 该 给 自己 刮 验 . 

为 了 消除 悖 论 ,数学 家 们 付出 了 很 大 努力 将 康 托 尔 以 相当 随 
意 的 方式 叙述 的 “朴素 集合 论 " 加 以 公理 化 . 通过 对 集合 类 型 加 以 
适当 限制 (满足 一 定 的 公理 ) ,起 到 了 避免 罗素 悖 论 的 作用 ,而 所 


152 


加 限制 使 康 托 尔 集 合 论 中 对 于 经 典 分 析 所 需要 的 主要 内 容 得 以 
保留 . 任何 公理 系统 都 必须 解决 相 容 性 的 问题 ,但 策 梅 洛 一 弗 兰 
克 尔 系统 的 相 容 性 尚 无 证 明 . 因此 庞 加 莱 担心 “为 了 防 狼 , 羊 群 
已 经 用 篇 钨 圈 起 来 了 ,但 却 不 知道 图 内 有 没有 狼 . ”尽管 如 此 , 集 
合 论 的 语言 和 工具 性 已 得 到 广泛 使 用 . 

二 数学 基础 的 三 大 学 派 

随 着 对 数学 基础 的 深入 探讨 ,认为 寻求 类 似 悖 论 解决 的 尝 
试 ,应 从 逻辑 上 去 找 问 题 的 根源 . 针对 集合 论 ,公理 化 运动 假定 
了 一 一 数学 运用 的 逻辑 本 身 的 可 靠 性 . 数学 家 们 基于 以 前 形成 的 
不 同 观点 ,构成 关于 数学 基础 的 三 大 学 派 . 

(1) 逻 辑 主 义学 派 逻辑 主 义 基 于 罗素 1903 年 发 展 的 《数学 
的 原理 》 的 轮廓 . 按照 罗素 的 观点 :“ 数 学 就 是 逻辑 . "全 部 数学 可 
以 由 逻辑 推导 出 来 一 一 数学 概念 可 借 逻 辑 确 定 概念 定义 ,数学 定 
理 可 以 由 逻辑 公理 按 逻 辑 推出 . 至 于 逻辑 的 展开 则 依靠 公理 化 方 
法 进行 ,通过 符号 演算 的 形式 来 建立 整个 逻辑 体系 . 为 了 达到 这 
个 目标 ,为 了 避免 悖 论 ,还 创造 了 一 套 “ 类 型 论 ” ,其 代表 人 物 是 
罗素 . 

(2) 直 觉 主 义学 派 ”直觉 主义 对 于 数学 基础 采取 了 与 逻辑 主 
义 对 立 的 观点 ,其 中 杰 罗 内 克 、 庞 加 莱 是 直觉 主义 的 先驱 , 布 劳 威 
尔 是 创始 人 . 直觉 主义 的 基本 思想 :数学 独立 于 逻辑 ,数学 基础 是 
一 种 能 使 人 认识 “知觉 单位 ”1 以 及 自然 数列 的 知觉 . 坚持 以 数学 
对 象 的 “构造 性 ”定义 作为 直觉 主义 的 精粹 ,直觉 主义 关于 有 限 的 
可 创造 性 的 主张 造成 了 对 古典 数学 中 普遍 接受 的 “ 排 中 律 ”的 否 
定 . 直觉 主义 者 认为 , 排 中 律 仅 存在 于 有 限 集合 中 ,对 无 穷 集合 不 
能 使 用 . 

(3) 形 式 主义 学 派 ”形式 主义 纲领 的 主张 是 :使 数学 成 为 彻 
底 形式 化 的 一 个 系统 . 在 这 个 形式 系统 中 ,人 们 必须 以 逻辑 的 方 
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法 进行 数学 语言 的 公式 表述 ,并 用 形式 的 程序 进行 推理 ,确定 一 
个 公式 一 一 确定 这 个 公式 蕴含 的 男 一 个 公式 一 一 再 确定 第 二 个 
公式 ,以 此 类 推 ,数学 证 明 由 这 样 一 条 公式 链 构 成 . 对 于 任何 形式 
系统 的 确立 其 相 容 性 是 形式 主义 纲领 , 希 尔 伯 特 提出 了 “元 数论 ” 
或 “证 明 论 ” 的 设想 ,成 为 形式 主义 纲领 的 核心 ,其 代表 人 物 是 希 
尔 伯 特 . 

三 大 学 派 在 20 世纪 初 的 30 余年 时 间 非 常 活路 ,争论 也 极为 
激烈 ,都 企图 以 自己 的 主张 统一 数学 . 事实 上 到 后 来 ,这 三 大 学 派 
都 未 对 数学 基础 问题 作出 令 人 满意 的 解答 . 但 三 大 学 派 的 论争 客 
观 上 把 后 来 对 数学 的 认识 引 向 深化 . 三 大 学 派 在 数学 方面 的 深刻 
认识 和 积累 的 结果 ,后 来 也 都 被 吸纳 到 数理 逻辑 研究 之 中 ,推动 
着 现代 数理 逻辑 的 形成 和 发 展 . 


§4 ”数理 逻辑 的 发 展 


数理 逻辑 是 数学 的 重要 特征 . 以 数学 的 方法 研究 逻辑 ,最 先 
为 菜 布 尼 茨 所 提倡 . 现代 数理 逻辑 的 内 容 和 方法 ,是 在 20 世纪 初 
数学 基础 争论 中 发 展 起 来 的 ,现代 数理 逻辑 的 四 大 分 支 有 公理 化 
集合 论 .证 明 论 ,模型 论 和 递归 论 , 都 和 数学 基础 问题 的 探讨 有 一 
定 的 联系 . 

一 \ 公 理化 集合 论 

为 消除 集合 论 悖 论 而 产生 的 第 一 个 集合 论 公理 系统 是 策 梅 
洛 一 弗兰克 尔 系统 (Z -了 系统 ). 虽然 Z -系统 本 身 的 相 容 性 问 
题 远 示 解决 ,但 已 引出 了 数理 逻辑 的 重大 成 果 , 其 中 最 显著 的 是 
关于 连续 统 假设 的 进展 . 

连续 统 假设 是 集合 论 中 的 一 个 基本 问题 ( 见 希 尔 伯 特 23 题 
的 第 1 个 问题 ) ,在 公理 化 集合 论 形成 以 后 ,数学 家 们 自然 地 关注 
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它 在 集合 论 公 理 系统 中 的 地 位 和 连续 统 假设 能 否 由 给 定 的 公理 
系统 形式 地 得 到 证 明 等 一 系列 问题 . 为 此 1938 年 哥 德 尔 首先 证 
明了 广义 连续 统 假设 与 策 梅 洛 一 弗兰克 尔 公理 系统 是 相 容 的 , 同 
时 还 证 明了 另 一 条 重要 的 集合 论 公理 “选择 公理 "与 Z -下 系统 的 
相 容 性 . 几 年 后 柯 恩 的 证 明 是 借助 于 建造 一 个 Z -下 模型 ,在 其 中 
连续 统 假设 是 假 的 . 为 了 给 出 这 样 的 模型 ,他 还 创造 了 著名 的 “ 力 
迫 法 ” , 力 迫 法 现 已 在 证 明 许多 数学 命题 独立 性 中 使 用 . 

柯 恩 的 结果 意味 着 连续 统 假设 在 Z -下 系统 中 不 可 证 明 , 而 
根据 哥 德 尔 的 结果 ,连续 统 假设 在 Z -F 中 不 可 否 证 . 这 两 个 结果 
合 起 来 告诉 我 们 :在 Z -F 系统 中 ,连续 统 假设 是 一 个 不 可 判定 的 
问题 . 可 以 被 看 作 是 希 尔 伯 特 第 一 问题 的 否定 解决 . 这 时 的 公理 
化 集合 论 面临 着 类 似 几何 学 中 证 明了 平行 公设 独立 性 后 的 形势， 
即 存在 着 连续 统 假设 在 其 中 不 成 立 的 集合 论 , 有 人 称 之 为 “ 非 康 
托 尔 集合 论 ". 然而 对 柯 恩 独立 性 结果 的 意义 ,数学 家 们 的 意见 不 
统一 . 甚至 有 些 学 者 因为 对 连续 统 假设 本 身 产生 怀疑 ,试图 用 新 
的 公理 来 代替 . 这 些 都 预示 着 公理 化 集合 论 的 研究 将 向 纵深 
推进 . 

二 \ 证 阴 论 

希 尔 伯 特 开拓 的 证 明 论 引出 了 哥 德 尔 不 完全 性 定理 . 在 哥 德 
尔 之 后 ,证 明 论 没有 止步 仍然 向 前 发 展 . 首先 是 数学 家 们 在 放宽 
工具 限制 的 情况 下 继续 寻求 相 容 性 证 明 . 1936 年 , 甘 崔 采 用 超 限 
归纳 法 证 明了 算术 公理 系统 的 相 容 性 . 后 来 ,又 有 人 证 明了 数学 
分 析 某 些 片断 的 相 容 性 . 除了 相 容 性 证 明 , 证 明 论 还 应 用 到 包括 
证 明 的 结构 及 复杂 度 等 问题 的 研究 中 去 . 
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三 \ 模 型 论 


在 哥 德 尔 不 完全 定理 之 后 ,波兰 数学 家 塔 斯 基 ( A. Tarski ) 针 
对 形式 语言 真 假 问 题 ,开创 了 研究 形式 语言 及 其 解释 (模型 ) 之 间 
关系 的 模型 论 . 模型 论 这 一 重大 成 果 标 志 着 非 标 准 分 析 的 建立 . 
1960 年 ,美国 数理 逻辑 学 家 罗宾逊 ( A. Robinson ) 用 模型 论 的 方法 
证 明了 实数 结构 可 以 扩张 为 包含 无 限 小 和 无 穷 大 数 的 结构 ,并 在 
这 种 扩张 实数 结构 上 展示 经 典 数学 分 析 , 从 而 创立 了 所 谓 “ 非 标 
准 分 析 ”. 非 标准 分 析 使 无 限 小 概念 第 一 次 获得 了 可 靠 的 逻辑 基 
础 . 目前 , 非 标准 分 析 方 法 已 被 广泛 地 应 用 . 


四 递归 论 


哥 德 尔 在 不 完全 性 定理 的 研究 中 提出 的 “原始 递归 函数 " 概 
念 ,成 为 算法 理论 的 新 起 点 . 1936 年 左右 ,几乎 同时 出 现 了 3 种 描 
述 算法 的 数学 模型 :中 克 林 (S. C. Kleene) 在 改进 哥 德 尔 首先 引进 
的 原始 递归 函数 基础 上 提出 的 一 般 递归 函数 ; @ 克 林 与 丘 奇 
(A. Church) 引 进 的 入 - 可 定义 函数 ;@ 图 灵 与 波斯 特 (E. . Post) 
各 自 独立 定义 的 图 灵 可 计算 函数 . 由 于 发 现 这 3 种 可 计算 函数 是 
相互 等 价 的 ,于 是 丘 奇 遂 断 言 一 切 算法 可 计算 的 函数 都 是 一 般 递 
归 函 数 ,这 就 是 丘 奇 论题 ” 

判断 给 定数 学 问题 是 否 可 计算 或 存在 算法 解 ,统称 判定 问 
题 . 判定 问题 是 递归 论 的 主要 课题 .有 许多 著名 的 判定 问题 ,它们 
的 解决 在 数学 上 关系 重大 . 如 希 尔 伯 特 第 十 问题 ,寻求 判定 任 一 
给 定 的 丢 番 图 方程 ( 整 系数 不 定 方程 ) 有 无 整数 解 的 一 般 算法 , 普 
特 南 对 此 问题 做 出 了 贡献 . 1970 年 ,前 苏联 数学 家 马 蒂 雅 合 维 奇 
最 终 证 明了 希 尔 伯 特 期 望 的 一 般 算 法 是 不 存在 的 . 这 是 对 古老 的 
算法 概念 进行 精密 探讨 而 引出 的 深刻 结果 ,被 认为 是 20 世纪 重 
大 的 数学 成 果 之 一 . 
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8$5 数学 的 应 用 


数学 的 广泛 渗透 与 应 用 ,是 数学 学 科 的 又 一 特点 ,在 20 世纪 
的 数学 中 更 鲜明 地 反映 出 来 . 20 世纪 的 数学 不 仅 是 纯 数 学 形成 的 
时 代 , 也 应 该 是 应 用 数学 的 时 代 , 尤 其 在 20 世纪 40 年 代 计算 机 问 
世 以 来 ,数学 已 渗透 到 社会 各 个 角落 ,这 就 为 它 的 应 用 提供 了 空 
间 ,又 给 其 应 用 提供 了 工具 . 

数学 科学 与 其 他 自然 科学 存在 深厚 的 联系 和 应 用 已 有 历史 . 
但 数学 的 存在 和 发 展 也 离 不 开 其 他 科学 . 

数学 向 另 一 门 科学 渗透 的 形式 表现 为 一 些 交 叉 分 支 ,这 类 分 
支 大 量 地 ,系统 地 应 用 各 种 数学 工具 . 但 一 般 说 来 ,它们 在 数学 方 
法 上 并 不 独立 .但 20 世纪 应 用 数学 已 发 展 成 了 具有 自己 的 数学 
方法 、 相 对 独立 的 应 用 学 科 ( 如 运筹 学 ,控制 论 数理 统计 等 ). 

这 里 对 应 用 数学 数学 的 应 用 等 作 一 简单 介绍 . 

1. 数理 统计 

简单 的 统计 自古 就 有 ,但 以 概率 论 为 基础 、 以 统计 推断 为 主 
要 内 容 的 现代 意义 的 数理 统计 学 ,成 熟 于 20 世纪 . 

1763 年 ,英国 人 贝 叶 斯 (T. Bayes ) 发 表 《 论 机 会 学 说 问题 的 
求解 》, 其 中 的 “ 贝 叶 斯 定理 "给 出 了 在 已 知 结果 EE 后 ,对 所 有 原因 
C 计算 其 条 件 概 率 ( 后 验 概率 )Ps(C) 的 公式 ,可 以 看 作 是 最 早 的 
一 种 统计 推断 程序 . 拉 普 拉 斯 和 高 斯 等 利用 贝 叶 斯 公式 估计 参 
数 , 特 别 是 高 斯 ,由 于 计算 行星 轨道 的 需要 建立 了 以 “最 小 二 乘 
法 ”为 基础 的 误差 分 析 (1763 ~ 1809 ) ,这 些 都 促使 统计 学 摆脱 对 
观测 数据 的 单纯 描述 而 向 强调 推断 的 阶段 过 渡 . 

20 世纪 中 叶 皮 尔 撑 发 展 了 高 尔 顿 提出 的 “相关 ”和 “回归 " 理 
论 , 为 代数 理论 统计 起 了 重要 作用 ,创立 了 生物 统计 学 . 他 是 “大 
样本 抽样 "的 先驱 . 费 希 尔 开辟 了 多 元 统计 分 析 方 向 成 为 另 一 支 
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重要 统计 的 先驱 . 1946 年 瑞典 数学 家 克拉 默 发 表 了 《统计 学 的 数 
学 方法 》 的 测度 论 ,标志 着 现代 数理 统计 学 的 成 熟 . 

沃 尔 德 用 博弈 的 观点 看 待 数理 统计 问题 . 他 还 定义 了 统计 推 
断 程序 的 风险 函数 ,用 以 判别 推断 程序 的 好 坏 . 沃 尔 德 1950 年 发 
表 《 统 计 决 策 函 数 》 一 书 . 沃 尔 德 在 他 的 统计 研究 中 积极 地 利用 先 
验 概率 与 贝 叶 斯 定理 ,由 于 同 费 希 尔 学 派 回避 据 弃 先 验 概率 的 做 
法 不 同 ,因而 引起 极 大 反响 . 20 世纪 ,数学 家 们 围绕 着 先 验 概率 和 
贝 叶 斯 定理 发 展 了 生物 统计 学 和 它 在 数理 统计 的 作用 . 体现 了 数 
学 的 应 用 . 

2. 运筹 学 

运筹 学 (operations research ) 是 第 二 次 世界 大 战 后 创立 的 . 在 
第 二 次 世界 大 战 中 ,英国 空军 发 现 空 防 雷 达 送 来 的 信息 需要 加 以 
协调 ,才能 使 雷达 、 战 斗 机 系统 在 配合 上 达到 满意 的 作战 效果 . 当 
时 成 立 了 专门 的 运筹 小 组 开展 了 类 似 的 研究 . 运筹 研究 在 1940 
年 英国 对 付 德军 空袭 的 战斗 中 屡 建 奇 功 . 第 二 次 世界 大 战 后 由 于 
一 些 人 的 倡导 ,运筹 学 被 引入 民用 部 门 , 研 究 内 容 不 断 扩充 ,从 而 
形成 一 门 鞍 勃发 展 的 新 兴 的 应 用 学 科 . 目前 , 它 已 包括 有 数学 规 
划 论 .博弈 论 排队 论 .决策 分 析 \ 图 论 .可 靠 性 数学 理论 库存 论 、 
搜索 论 等 许多 分 支 , 统 筹 与 优选 也 被 列 人 运筹 学 的 范畴 ,运筹 学 
就 是 运用 这 些 数学 方法 来 解决 生产 、 国 防 、 商 业 和 其 他 领域 中 的 
安排 筹划 \ 控 制 \ 管 理 等 有 关 的 问题 . 

其 中 ,数学 规划 论 是 运筹 学 中 一 个 基本 而 又 庞大 的 领域 ,这 
个 领域 里 线性 规划 论 则 是 发 展 最 早 和 比较 成 熟 的 分 支 . 如 今 也 已 
编 入 高 中 教材 . 

例如 实际 问题 ( 利润 安全 等 ) 需 要 将 某 些 对 象 ( 支出、 风险 
等 ) 最 大 化 或 最 小 化 ,数学 规划 就 是 为 这 类 实际 问题 提供 数学 模 
型 的 一 种 方法 . 单纯 形 法 在 实用 上 非常 有 效 . 1984 年 ,美国 贝尔 实 
验 室 28 岁 的 数学 家 卡 玛 卡 终于 发 明了 一 种 多 项 式 时 间 的 线性 规 
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划算 法 “ 卡 玛 卡 算法 ”. 此 法 优 于 单纯 形 法 . 

通过 探讨 目标 函数 和 约束 条 件 的 不 同情 况 ,数学 家 们 对 线性 
规划 论 沿 不 同 的 方向 推广 . 

3. 控制 论 

控制 论 也 是 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 新 兴 的 应 用 学 科 . 控制 论 
的 创始 人 维 纳 (N. Wiener,1894 ~ 1964 ) ,在 第 二 次 世界 大 战 中 接 
受 了 一 项 与 火力 控制 有 关 的 研究 :设计 一 种 能 有 效 地 指挥 高 射 炮 
的 装置 . 它 也 是 维 纳 创 立 控制 论 的 主要 来 源 之 一 . 

控制 论 的 男 一 个 实际 来 源 是 通信 “滤波 问题 (filtering)”. 在 
通信 过 程 中 一 个 信息 往往 被 外 来 信息 (噪声 ) 干扰 . 长 期 以 来 ,人 
们 梦想 设计 一 种 能 过 滤 噪 声 ,复原 信息 的 装置 一 一 滤波 器 , 维 纳 
从 1930 年 起 就 对 这 方面 的 问题 予以 关注 . 

为 了 建立 控制 论 , 维 纳 从 1940 年 初 开始 ,与 电工 学 家 、 生 理 
学 家 、 计 算 机 设计 家 、 通 信 工 程 师 以 及 其 他 数学 家 展开 了 极其 广 
泛 的 合作 . 1948 年 , 维 纳 终于 出 版 了 他 的 名 著 人 《控制 论 》( Cybemet- 
ies) ,宣告 了 控制 论 这 门 学 科 的 诞生 . 维 纳 的 控制 论 被 称 为 “经 典 
控制 论 " 后 又 推广 发 展 . 控制 论 后 来 发 展 为 更 一 般 的 关于 信息 加 
工 \ 存 储 和 分 析 理论 的 同时 也 解决 了 一 大 批 相 关 实 际 问题 . 

4. 计算 机 与 现代 数学 

(1) 计 算 机 对 于 数学 的 支持 和 影响 20 世纪 四 五 十 年 代 电 
子 计算 机 问世 ,对 数学 和 人 类 世界 是 不 小 的 震动 . 电子 计算 机 是 
数学 与 工程 技术 的 结合 物 ,是 抽象 数学 应 用 的 典型 例证 . 计算 机 
反 过 来 又 对 数学 进行 “反哺 ”. 计算 机 的 出 现 对 于 数学 的 影响 和 支 
持 表现 在 :QD 计算 机 成 为 数学 研究 的 绒 新 手段 ,如 科学 计算 、 数 字 
模拟 、 图 像 显 示 等 ;@ 对 计算 机 的 更 新 和 使 用 中 的 新 问题 ,又 要 从 
数学 中 获得 支持 ,又 为 数学 中 的 分 支 增添 了 活力 ;@ 利 用 计算 机 
去 设计 计算 机 的 未 来 ,实现 自身 的 完善 . 计算 机 与 数学 的 关系 越 
来 越 密切 . 
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(2 ) 纯 粹 数学 研究 与 计算 机 ” 随 着 计算 机 的 发 展 ,纯粹 数学 
正在 获得 丰厚 的 回报 . 计算 机 已 进 人 越 来 越 多 的 数学 领域 ,并 且 
常常 带 来 意 想不到 的 成 果 . 数学 家 只 用 纸 和 笔 的 时 代 将 成 为 过 
去 . 例如 : 

一 一 借助 于 电子 计算 机 证 明了 地 图 四 色 定 理 ,这 是 用 计算 机 
解决 重大 数学 问题 的 第 一 个 鼓舞 人 心 的 范例 . 

一 一 在 计算 机 上 进行 人 工 不 可 能 完成 的 巨 量 计算 ,不 仅 使 数 
学 家 克服 了 大 量 的 艰巨 运算 造成 的 困难 定理 得 以 证 明 ,而 且 还 帮 
助 他 们 猜测 新 的 事实 、 发 现 新 的 定理 . 如 孤立 子 (sojiton ) 和 混沌 
(chaos) 的 发 现 ,它们 都 可 以 看 作 是 20 世纪 的 重大 数学 成 就 . 通过 
计算 机 数值 实验 意外 发 现 孤 立 子 ,相互 碰撞 后 各 自 保 持 波 形 、 速 
度 不 变 ,在 计算 机 屏幕 上 显示 出 来 的 却 与 人 们 以 往 的 直觉 猜测 具 
有 相反 的 波动 性 质 . 

一 一 混沌 动力 学 是 依赖 计算 机 开辟 出 来 的 数学 分 支 . 复 动力 
系统 的 迭代 过 程 很 早 就 引起 数学 家 们 的 浓厚 兴趣 . 法 国 数学 家 朱 
利 亚 (G. M. Julia) 和 法 图 (P.J.L. Fatou ) 曾 率先 研究 过 动力 学 定 
律 fx) = x +c(x 和 c 均 取 复 值 ,c 为 参数 ) 产 生 的 图 像 ,并 指出 
了 参数 c 的 选择 对 图 像 的 性 质 影响 至 关 重要 . 1980 年 朱 利 亚 的 学 
生 蒙 德尔 布 罗 利 用 计算 机 画 出 一 批 图 像 , 这 些 图 像 对 于 不 同 数值 
c 的 结构 给 予 展示 . 这 样 , 蒙 德尔 布 罗 用 计算 机 开辟 了 一 个 新 的 数 
学 分 支 一 一 混沌 动力 学 . 

5. 计算 机 科学 中 的 数学 

自从 第 一 台电 子 计 算 问 世 以 来 ,计算 机 以 惊人 的 速度 发 展 . 
体积 缩小 ,速度 提高 ,功能 增多 ,计算 机 的 这 种 变革 与 进步 ,从 另 
一 个 方向 刺激 着 理论 数学 的 发 展 , 现代 计算 机 科学 的 发 展 不 仅 离 
不 开 数 理 逻 辑 , 而 且 要 借助 数论 ,代数 ,组 合 数 学 乃至 代数 几何 等 
众多 数学 分 支 的 概念 .方法 与 理论 ,新 型 计算 机 的 研制 还 不 时 地 
呼唤 着 新 的 数学 思想 . 


160 


(1) 组 合 数学 组合 数 学 也 称 组 合 分 析 或 组 合 论 ,发 源 古 老 . 
中 国 古代 传说 中 有 “ 洛 书 图 ” ,东汉 郑玄 (129 ~ 200 ) 注 《周易 》 则 
称 “ 九宫 数 ”, 这 是 最 早 的 幻 方 (3 阶 后 至 宋 出 现 “ 十 阶 ” 幻 方 ) ,这 
是 古老 的 组 合 数学 . 不 过 ,近代 意义 的 组 合 数学 则 是 从 莱 布 尼 荧 
1666 年 发 表 《 组 合 的 艺术 》( De Arte Combination ) 为 起 点 的 .“ 组 
合 "这 个 名 词 正 是 他 首先 引进 的 .18、19 世纪 的 数学 家 提出 了 一 系 
列 著名 的 组 合 数学 (包括 图 论 ) 的 问题 ,如 : 

哥 德 斯 堡 七 桥 问 题 ( 欧 拉 ,1736 ). 

36 军官 问题 ( 欧 拉 ,1781). 36 名 军官 来 自 6 个 不 同 的 军团 ， 
每 个 军团 6 名 且 分 属 6 种 不 同 的 军阶 , 问 能 否 将 他 们 排 成 一 个 方 
阵 ,使 得 每 行 每 列 的 6 名 军官 正好 来 自 6 个 不 同 军团 ? 

柯 克 曼 女 生 问 题 (T. Kirkman ,1850). 女 教师 要 为 其 女 学 生 安 
排 下 午 散 步 的 日 程 ,15 人 分 成 5 组 ,每 组 3 人 ,使 得 一 周 7 个 下 午 
每 两 位 女生 恰好 见 一 次 面 ; 

哈密 顿 环球 旅行 问题 (W. T. Hamilton,1856). 已 知 一 个 由 一 
些 城市 和 连接 这 些 城市 的 道路 组 成 的 网 络 , 问 是 否 存 在 一 条 旅行 
路 线 , 使 起 点 和 终点 都 在 同一 个 城市 , 而 其 他 每 个 城市 恰好 都 经 
过 一 次 . 

早期 的 组 合 数学 是 这 类 带 趣 味 性 和 益 智 功能 的 问题 , 当 组 合 
数学 逐渐 与 数论 、 概 率 统计 拓扑 学 以 及 线性 规划 等 领域 的 问题 
交织 在 一 起 ,使 其 显示 出 理论 和 应 用 上 的 重要 价值 . 在 20 世纪 下 
半 叶 ,与 电子 计算 机 发 展 的 结合 使 古老 的 组 合 数学 获得 了 新 的 
生机 . 

(2) 模 糊 数学 ”1965 年 ,美国 数学 家 扎 德 (L. A. Zadeh ) 发 表 
论文 (模糊 集合 》 ,开辟 了 一 门 新 的 数学 分 支 一 一 模糊 数学 . 

模糊 集合 是 经 典 集合 概念 的 推广 . 由 于 集合 论 是 现代 数学 的 
重要 基石 ,因此 模糊 集合 的 概念 对 数学 也 产生 了 广泛 的 影响 , 人 
们 将 模糊 集合 渗透 到 数学 的 各 个 分 支 从 而 出 现 了 模糊 拓扑 、 模 糊 
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群 论 .模糊 测度 与 积分 .模糊 图 论 等 等 . 这 些 统称 模糊 数学 . 

实际 上 ,模糊 性 是 事物 复杂 性 表现 的 一 个 方面 , 随 着 电子 计 
算 机 的 发 展 以 及 它 对 日 益 复 杂 的 系统 的 应 用 ,处 理 模糊 性 问题 的 
要 求 也 比 以 往 显得 突出 . 再 者 人 脑 的 思维 包括 有 精确 的 与 模糊 的 
两 个 方面 ,因此 模糊 数学 在 人 工 智能 模拟 方面 具有 重要 意义 . 

模糊 数学 是 20 世纪 数学 发 展 中 的 新 事物 ,尽管 它 在 理论 上 
还 不 够 成 熟 ,方法 上 也 未 至 统一 , 它 将 在 计算 机 科学 的 发 展 中 进 
一 步 完善 

(3) 机 器 证 明 计算 机 发 展 的 最 终 目标 是 模拟 人 类 智能 ,用 
机 器 代替 人 的 思维 而 不 仅仅 是 进行 计算 . 20 世纪 展现 了 制造 人 工 
智能 机 器 的 曙光 ,但 其 技术 困难 表明 这 方面 的 条 件 尚 不 成 熟 . 此 
后 科学 家 们 将 目光 更 多 地 倾注 于 智能 软件 ,有 些 已 取得 了 进步 . 

机 器 证 明定 理 展示 了 计算 机 在 人 工 智 能 发 展 中 的 美好 前 景 ， 
譬如 美 籍 华人 王 浩 在 1960 年 公布 了 他 的 成 果 , 在 一 台 速 度 不 高 
的 计算 机 (IBM704) 上 证 明了 罗素 一 怀特 黑 德 (数学 原理 》 中 一 阶 
逻辑 部 分 的 全 部 350 条 定理 . 1976 年 以 后 ,中 国 数学 家 吴 文 俊 开 
辟 了 一 条 机 器 证 明定 理 的 代数 化 途径 . 

机 器 证 明定 理 在 1980 年 以 后 又 有 了 很 多 的 推进 . 随 着 时 代 
的 发 展 和 人 类 的 需要 ,20 世纪 下 半 叶 计算 机 与 数学 科学 之 间 的 相 
互 作用 与 相互 影响 日 益 加 强 . 
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数学 发 展 到 今天 ,数学 的 发 展 和 社会 的 进化 联系 越 来 越 密 
切 . 数学 的 发 展 依赖 于 社会 环境 , 受 着 经 济 、 政 治 、 文 化 诸 因素 的 
影响 ;同时 数学 的 发 展 反 过 来 对 人 类 社会 的 进步 起 推动 作用 , 包 
括 对 人 类 物质 文明 、 精 神 文明 的 影响 . 数学 社会 化 成 为 现代 化 的 
重要 标志 . 因此 , 当代 社会 越 来 越 关注 数学 的 价值 和 数学 学 习 . 

心理 科学 也 在 发 展 ,20 世纪 60 ~70 年 代 ,心理 学 领域 发 生 两 
件 大 事 : 一 是 出 现 了 所 谓 认 知心 理学 革命 ;二 是 教育 心理 学 中 出 
现 了 专门 研究 课堂 教学 过 程 的 分 支 学 科 一 一 教学 心理 学 . 这 两 件 
大 事 与 教 育 理论 及 教学 实践 的 关系 很 密切 . 这 两 个 事件 表明 , 心 
理学 的 研究 方向 已 从 研究 人 的 行为 转向 研究 人 的 认 知 ,从 而 出 现 
一 些 新 的 教育 理论 . 因此 ,心理 学 革命 对 于 人 们 日 益 看 重 的 数学 
教育 和 数学 学 习 , 提 供 了 有 利 的 心理 科学 理论 . 1972 年 ,在 英国 埃 
克 塞 特 第 二 届 国际 数学 教育 大 会 上 ,针对 数学 教育 心理 进行 了 专 
题 讨论 ,并 建立 了 永久 性 的 团体 一 一 国际 数学 教育 心理 组 织 . 大 
会 “关于 数学 学 习 过 程 的 研究 ”的 报告 是 数学 学 习 心 理学 教学 的 
里 程 碑 . 我 们 这 一 部 分 是 尝试 将 心理 学 理论 与 数学 学 习 实践 结合 
起 来 ,达到 促进 数学 学 习 . 作者 认为 :从 事 数学 学 习 的 个 体 应 是 心 
智 健康 (不 存在 智障 ) 的 人 ,如 图 2 -0 -1. 
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图 2-0-1 


第 一 章 ”学习 的 个 体 


中 小 学 教育 的 对 象 是 青少年 学 生 . 在 学 生 这 个 集合 里 ,是 由 
一 个 一 个 学 生 ( 个 体 ) 组 成 的 ,学 生 是 学 习 的 主体 ,单个 学 生 是 学 
习 的 个 体 . 根据 辩证 唯物 论 的 观点 :学 习 的 个 体 之 间 存 在 着 差异 . 
心理 教育 学 家 皮 连 生 说 ,个 体 上 的 差异 是 指 不 同 个 体 之 间 在 行为 
上 相对 稳定 的 不 相似 性 ,其 主要 表现 在 心理 和 生理 两 个 方面 . 个 
体 差异 又 叫 人 性 差异 、 性 格 差 异 . 个 体 差 异 是 心理 学 研究 的 主要 
课题 . 
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$1 差异 论 


一 、 人 格 差 异 


1. 关于 差异 论 

早 在 两 千年 以 前 ,孔子 已 涉及 过 人 格 差异 ,孔子 将 人 分 为 “ 君 
子 " 与 “小 人 "”. 孔子 将 宰 予 斥 “朽木 ”, 对 “ 闻 一 知 十 "的 颜 回 却 大 
加 颂扬 . 孔子 还 将 人 分 成 “ 生 而 知之 ”者 “学 而 知之 "者 “ 困 而 学 
之 "者 “ 困 而 不 学 "者 四 种 ,足见 人 之 差异 . 分 析 心 理学 派 创始 人 
荣 格 (Carl Gustav Jung. 1875 ~ 1961 ) 提出 人 格 类 型 说 ,人 是 有 差异 
的 ,但 根据 统计 规律 性 ,个 别人 格 虽 有 差异 ,但 也 有 共同 点 . 他 在 
研究 中 发 现 , 不 同性 格 类 型 的 人 ,其 情结 的 表现 有 所 不 同 ,他 在 
《心理 类 型 ) 一 书 中 ,将 人 的 性 格 类 型 分 为 内 向 、 外 向 两 种 态度 类 
型 ,而 后 又 进一步 划分 为 直觉 .感觉 .思维 ,情感 四 种 功能 类 型 . 将 
态度 类 型 和 功能 类 型 组 合 后 为 :外 向 感觉 型 .外 向 直觉 型 .外 向 思 
维 型 外 向 情感 型 .内 向 感觉 型 .内 向 直觉 型 .内 向 思维 型 、 内 向 情 
感 型 . 在 荣 格 看 来 ,每 个 人 身上 都 会 程度 不 同 地 表现 出 一 种 占 优 
势 的 性 格 类 型 . 这 里 荣 格 强调 人 与 人 之 间 不 同 的 性 格 差异 . 

后 来 ,日 本 的 古 川 竹 二 、 德 国 的 斯 普兰 格 各 自 依 照 着 自己 的 
标准 将 人 格 分 类 . 总 之 ,人 格 之 间 存 在 类 型 差异 . 

2. 人 格 特质 差异 

特质 论 者 认为 ,一 种 恰当 的 人 格 理论 ,应 该 有 测量 人 格 的 单 
位 ,这 种 单位 叫 特质 . 人 格 特质 人 所 共有 ,但 每 种 特质 在 量 上 有 不 
同 ,因而 形成 人 与 人 之 间 在 性 格 上 的 差异 . 关于 人 格 特质 的 研究 
在 美英 两 国 较为 盛行 . 

人 格 特质 差异 的 研究 ,可 分 为 两 类 :一 类 为 非 统计 研究 ,以 阿 
尔 波 特 为 代表 ,划分 人 格 特质 ,采用 的 方法 是 逻辑 分 析 和 语义 分 
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析 ,偏重 于 个 体 各 种 人 格 特质 的 质 ,比较 强调 特质 之 间 的 独立 性 . 
另 一 类 为 统计 性 研究 ,划分 人 格 特质 主要 采用 因素 分 析 的 方法 ， 
偏重 于 个 体 间 人 格 特质 的 差异 . 这 类 研究 的 代表 是 卡特 尔 和 英国 
的 艾 森 克 . 

例如 ,通过 心理 测试 ,获得 在 不 同情 境 中 人 的 行为 发 生 的 频 
率 \ 广 度 、 强 度 的 大 量 资料 ,经 过 周密 的 逻辑 分 析 和 语义 分 析 求 得 
个 体 人 格 的 各 种 特质 . 一 方面 特质 具有 集中 性 ,一 种 人 格 特质 在 
特殊 场合 和 人 群 中 才 表 现 出 来 . 如 具有 攻击 性 的 人 ,在 某 场合 对 
某 个 人 才 会 产生 攻击 行为 . 另 一 方面 人 格 特质 具有 普遍 性 . 一 种 
人 格 特质 联系 着 许多 刺激 和 反应 ,使 个 体 行为 产生 广泛 的 类 似 
性 . 这 一 种 是 非 统 计 性 研究 . 

又 如 ,美国 卡特 尔 在 研究 时 首先 收集 原始 资料 :一 是 个 体 日 
常生 活 和 社会 生活 记录 ;二 是 让 个 人 自 评 人 格 特质 的 问卷 ;三 是 
进行 客观 测验 . 然后 对 这 三 类 资料 进行 分 析 . a.b、c、d、e Jf\g 几 种 
行为 中 ,其 中 a、bc、d 四 种 行为 是 不 独立 出 现 的 ,而 是 如 a 与 sa 
与 cb 与 cc 与 d, 他 把 这 - 些 认 为 是 实质 上 的 高 相关 . 作为 一 个 
功能 单位 ef\g 也 是 一 同 出 现 , 也 是 实质 的 高 相关 ,也 组 成 一 个 功 
能 单位 . 这 些 功 能 单位 叫 人 格 差异 单元 . 不 同 的 结构 单元 ,就 是 两 
个 不 同人 格 特质 . 

3. 影响 人 格 差异 的 因素 

个 体 性 格 差异 的 原因 ,是 人 格 理论 要 回答 的 重要 问题 . 围绕 
这 一 问题 提出 的 理论 有 多 种 . 荣 格 认为 人 格 整 体 论 ( 心 灵 ) 是 一 个 
先天 性 的 概念 . 第 卡 儿 提出 心身 交感 论 ,把 人 的 物质 实体 (身体 ) 
和 精神 实体 (心灵 ) 都 归 因 为 上 帝 的 产物 . 华 生 否认 遗传 和 本 能 的 
作用 ,提出 环境 决定 论 和 教育 万 能 论 . 对 于 人 格 差 异 的 种 种 观点 ， 
环境 论 和 选择 论 都 各 执 一 词 . 对 于 种 种 观点 , 皮 连 生 教 授 说 无 外 
乎 如 何 看 待 先天 遗传 因素 和 后 天 学 习 因 素 , 在 人 格 差异 形成 中 各 
起 多 大 作用 . 作者 认为 作为 一 个 健康 人 来 说 ,个 性 差异 是 个 体 与 
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环境 相互 作用 的 结果 , 即 学 习 的 结果 . 但 不 排除 先天 遗传 基因 的 
因素 . 璧 如 高 斯 2 ~ 3 岁 时 能 判断 其 父亲 计算 的 错误 ,并 说 出 正确 
结果 ,就 说 明 单 纯 用 后 天 学 习 来 解释 是 不 完全 的 . 这 一 点 与 当前 
流行 的 观点 相同 , 即 先 天 的 素质 和 后 天 学 习 , 通 过 交互 作用 后 最 
终 形成 个 体 人 格 特征 的 . 

因此 ,各 种 研究 表明 ,对 学 习 (包括 数学 学 习 ) 有 影响 的 人 格 
特征 有 :动机 与 兴趣 、 智 力 与 认 知 方式 、 性 格 与 气质 . 


二 、\ 学 生 的 认 知 差异 


认 知 过 程 是 指 学 生 借以 获得 知识 (心理 学 称 为 信息 ) 、 作 出 计 
划 、 解 决 问 题 的 心理 过 程 . 在 此 过 程 中 存在 学 生 ( 或 个 体 ) 之 间 在 
认 知 方式 和 认 知 能 力 等 方面 的 差异 . 

1. 认 知 方式 的 差异 

认 知 方式 ,又 称 认 知 风格 ,是 学 习 者 (或 个 体 ) 在 知觉 .思维 、 
记忆 和 解决 问题 等 认 知 活动 中 在 加 工 和 组 织 知 识 ( 或 信息 ) 方 面 
表现 出 的 独特 而 稳定 的 风格 . 其 认 知 方式 的 差异 主要 表现 在 : 

(1) 场 独立 和 场 依 存 ” 场 独立 和 场 依存 两 个 概念 最 初 来 源 于 
威 特 金 对 知觉 的 研究 . 研究 发 现 ,知觉 方式 分 为 场 独立 方式 和 场 
依存 方式 . 这 两 种 方式 是 普遍 存在 的 认 知 方式 . 具有 场 独立 方式 
的 人 ,对 客观 事物 作 判 断 时 ,常常 利用 自己 内 部 的 参照 ,不 易 受 外 
来 因素 的 影响 和 干扰 ,在 认 知 方面 独立 于 他 们 的 周围 背景 ,倾向 
于 在 更 抽象 的 和 分 析 的 水 平 上 加 工 , 独 立 对 事物 作出 判断 . 具有 
场 依存 方式 的 人 ,对 物体 的 知觉 倾向 于 以 外 部 参照 作为 信息 加 工 
的 依据 . 他 们 的 态度 和 自我 知觉 更 易 受 周围 的 人 们 ,特别 是 权威 
人 士 的 影响 和 干扰 ,善于 察言观色 ,注意 并 记忆 言语 信息 中 的 社 
会 内 容 . 

(2) 沉 思 型 与 冲动 型 ”在 有 几 种 可 能 解答 的 问题 情境 中 ,有 
些 儿 童 倾向 于 深思 熟 虚 且 错误 较 少 ,这 种 认 知 方式 被 称 为 沉思 型 
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认 知 方式 . 另 一 些 儿 童 倾向 于 很 快 地 检验 假设 , 且 常 常 出 错 . 这 种 
认 知 方式 被 称 为 冲动 型 认 知 方式 . 冲动 与 沉思 涉及 在 很 不 确定 的 
情境 中 ,个 人 对 自己 解答 有 效 性 的 思考 程度 . 其 标准 是 反应 时 间 
与 精确 性 . 研究 表明 ,大致 30% 的 学 前 儿童 和 小 学 儿童 属于 冲动 
型 . 当然 ,有 些 反应 快 的 人 ,不 一 定 属于 冲动 型 ,因为 他 们 的 反应 
既 快 又 准确 . 这 可 能 是 由 于 他 们 对 任务 很 熟悉 ,或 者 是 由 于 他 们 
的 思维 很 敏捷 的 缘故 . 

(3) 辐 合 型 与 发 散 型 ” 据 美 国 的 吉尔 福 德 (J.P. Guilford ) 研 
究 , 辐 合 型 认 知 方式 是 指 个 体 在 解决 问题 过 程 中 常 表现 出 辐 合 思 
维 的 特征 ,表现 为 搜集 或 综合 信息 与 知识 ,运用 逻辑 规律 ,缩小 解 
答 范 围 ,直至 找到 最 适当 的 惟一 正确 的 解答 . 而 发 散 型 认 知 方式 
则 是 指 个 体 在 解决 问题 过 程 中 常 表现 出 发 散 思维 的 特征 ,表现 为 
个 人 的 思维 沿 着 许多 不 同 的 方向 扩展 ,使 观念 发 散 到 各 个 有 关 方 
面 ,最 终 产 生 多 种 可 能 的 答案 而 不 是 惟一 正确 的 答案 ,因而 容易 
产生 有 创见 的 新 颖 观念 

2. 智力 与 智力 测量 

在 长 期 数学 教学 实践 中 发 现 ,有 些 学 生 学 习 速度 快 ,一 教 就 
会 ,甚至 能 做 到 无 师 自 通 . 有 些 学 习 速 度 慢 ,虽然 能 教会 ,但 必须 
有 适当 的 方法 和 充足 的 时 间 . 聪明 或 不 聪明 显然 是 个 人 的 一 种 稳 
定 的 特征 . 这 也 就 体现 心理 测量 学 上 所 讲 的 智力 概念 的 基本 
含义 ， 

(1) 比率 智商 ”心理 测量 学 家 为 了 对 人 的 聪明 程度 做 定量 分 
析 , 心 理学 家 创造 了 许多 测量 工具 ,这 些 测 量 工 具 被 称 作 智 力量 
表 . 世界 上 最 著名 的 智力 量 表 是 斯 坦 福 一 比 纳 量 表 ( 简称 S-B 量 
表 ). 该 量 表 最 初 由 法 国 比 纳 ( A. Binet) 和 西蒙 (T. Simon ) 于 1905 
年 编制 ,后 被 引信 美国 ,由 斯 坦 福 大 学 的 推 孟 (L. M. Terman) 作 了 
多 次 修订 而 闻名 于 世 . 

智力 测验 中 的 一 个 重要 概念 是 智商 (inteljigence quotient ) , 简 
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称 1Q. 这 里 用 比率 智商 公式 表示 为 ; 
MA 
ee 和 

上 述 公式 中 的 实际 年 龄 指 从 出 生 到 进行 智力 测验 时 的 年 龄 ， 
简称 CA. 智力 年 龄 是 根据 智力 测验 计算 出 来 的 相对 年 龄 ,简称 
MA. 智力 测验 的 题目 按 年 龄 分 组 ,例如 适合 6 岁 儿 童 的 题目 放 在 
6 岁 组 ,适合 7 岁 儿童 的 题目 放 在 7 岁 组 ,以 此 类 推 . 随 着 年 龄 和 
高 ,题目 的 难度 也 增 大 . 如 果 6 岁 儿童 全 部 通过 6 岁 组 的 测 题 , 则 
该 儿童 的 智力 年 龄 (简称 智 龄 ) 与 他 的 实际 年 龄 ( 简称 实 龄 ) 一 
致 如 果 一 名 6 岁 儿 童 不 仅 通 过 了 6 岁 组 的 题目 ,而 且 通 过 了 7 岁 
组 的 题目 ,那么 他 的 智 龄 是 7. 将 该 儿童 的 实 哈 数 与 智 龄 数 代入 上 
述 公式 ,得 该 儿童 的 智商 : 


IQ = 二 x100~117 


(2) 离 差 智商 ”1936 年 ,美国 的 韦 克 斯 勒 (D. Wechsler) 又 编 
制 了 智力 量 表 , 包括 学 龄 前 智力 量 表 ( WPPIS)、 儿 童 智 力量 表 
(WISC) 和 成 人 智力 量 表 ( WAIS). 韦 克 斯 勒 儿童 智力 量 表 适用 于 
6 岁 至 16 岁 儿 童 ,由 12 个 分 测验 组 成 ,其 中 言语 分 测验 6 个 , 操 
作 分 测验 6 个 ,每 个 分 测验 的 测 题 都 是 由 易 到 难 编排 的 . 该 量 表 
仍 采 用 智商 的 概念 ,但 这 里 的 智商 是 以 同年 龄 组 被 试 的 总 体 平均 
数 为 标准 确定 的 , 称 为 离 差 智商 . 公式 为 : 


IQ = 100 +15(2] 


式 中 
x 一 一 个 体 测验 分 数 ; _ 
x 一 一 同年 龄 组 的 平均 分 数 ; 
5 一 一 标准 差 . 


离 差 智商 假定 同年 龄 组 测量 成 绩 总 平均 数 为 100, 用 个 人 实 
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际 得 分 与 总 平均 数 比较 ,确定 其 在 同龄 组 内 所 处 的 相对 位 置 ,以 
此 判定 其 智力 水 平 . 

3. 智力 的 差异 

由 于 智力 是 个 体 先 天 店 赋 和 后 天 环境 相互 作用 的 结果 ,个 体 
智力 的 发 展 存在 明显 的 差异 ,包括 个 体 差 异 和 群体 差异 . 

(1) 智 力 的 个 体 差异 ”智力 的 个 体 差异 反映 在 个 体 间 和 个 体 
内 . 个 体 间 的 差异 指 个 人 与 其 同龄 团体 的 常 模 比 较 表 现 出 来 的 差 
异 . 大 量 的 研究 表明 ,人 们 的 智力 水 平 呈 常态 分 布 (又 称 钟 形 分 
布 ). 也 就 是 说 ,在 人 数量 相当 多 的 同龄 人 中 ,个 人 智商 分 数 发 生 
概率 符合 图 2 -1 -1. 图 中 的 百分数 表示 一 定 智商 分 数 之 间 的 概 
率 . 从 图 2-1-1 可 见 ,IQ 在 85~115 之 间 的 概率 为 68% ,IQ 在 
85 ~115 之 间 的 聪明 程度 属 中 等 . 智商 分 数 极 高 与 极 低 的 人 很 少 . 
- 般 认 为 , IQ 超过 140 的 人 属于 天 才 , 他 们 在 人 口中 概 
率 不 到 1%. 


a A 
55 70 85 100 1 


15 130 145 
分 数 


图 2-1-1 个 人 智商 概率 分 布 


智力 的 个 体 差异 , 即 个 人 智商 分 数 的 构成 成 分 的 差异 . 一 般 
的 智力 测量 都 是 由 许多 分 测验 构成 的 . 如 韦 克 斯 勒 儿童 智力 量 表 
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中 有 12 个 分 测验 ,其 中 6 个 分 测验 是 通过 言语 问答 进行 ,被 认为 
是 测量 言语 智力 . 另外 6 个 分 测验 是 通过 动手 操作 完成 的 ,被 认 
为 是 测量 操作 智力 . 研究 表明 ,两 个 1Q 分 数 相同 的 儿童 ,他 们 智 
商 分 数 的 构成 可 能 有 很 大 差异 . 譬如 学 生 的 总 分 相同 . 甲 的 数学 
为 100 ,英语 70 ,而 乙 英 语 为 100 ,数学 为 70 ,尽管 其 总 分 相同 , 表 
现在 数学 或 英语 的 状况 都 有 差异 . 鉴于 这 两 名 学 生 在 学 习 能 力 上 
将 表现 出 明显 差异 . 前 一 名 学 生 适 合 学 文化 知识 课程 , 另 一 名 学 
生 适 合 学 习 手 工 操 作 , 有 的 学 生 适 合 学 理 , 有 的 学 生 适 合 学 文 . 

(2) 智 力 的 群体 差异 ”社会 中 存在 着 不 同 的 群体 ,如 男人 和 
女人 、 老 人 和 年 轻 人 (小 孩 ) 种 族 与 种 族 ,不 同 群 体 之 间 的 智力 差 
异 叫做 智力 群体 差异 . 这 里 以 男性 和 女性 为 例 . 皮 连 生 教 授 认为 : 
第 一 ,男女 智力 能 力 总 体 水 平 大 致 相同 ,但 男性 智力 分 布 的 离散 
程度 大 ,也 就 是 说 ,很 聪明 和 很 思 笨 的 男性 比 女性 多 ,智力 中 等 的 
女性 比 男性 多 . 第 二 ,男女 的 智力 结构 存在 差异 ,各 自 有 自己 的 优 
势 领域 . 比如 ,男性 视 知觉 能 力 较 强 ,特别 是 空间 知觉 能 力 优 于 女 
性 ,男性 偏 于 抽象 思维 ,喜欢 数学 物理 .化 学 学 科 . 女性 听觉 能 力 
较 强 ,对 声音 辨别 和 定位 优 于 男性 ,女性 长 于 形象 思维 ,喜欢 历 
史 、 语 文 等 学 科 . 

(3) 多 元 智力 理论 见证 智力 差异 ”美国 哈佛 大 学 的 发 展 心理 
学 家 加 德 纳 ( H. Cardner)1983 年 在 (智力 的 结构 》 一 书 中 提出 了 
多 元 智力 理论 . 他 将 人 的 智力 分 为 9 种 :言语 一 语言 能 力 、 逻辑 一 
数理 智力 视觉 一 空间 关系 智力 能 力 、 音 乐 一 节奏 能 力 、 身 体 一 运 
动能 力 ` 人 际 交往 智力 自我 反省 智力 自然 考察 智力 和 存在 智力 
等 . 他 从 新 的 角度 分 析 了 智力 在 个 体 上 存在 的 方式 ,实质 上 也 反 
映 出 了 人 在 智力 上 存在 差异 . 
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三 ,性 格 差异 


1. 性 格 的 概念 

性 格 (character) 在 现代 心理 学 中 , 指 个 体 在 生活 过 程 中 形成 
的 对 现实 的 稳固 的 态度 以 及 与 之 相 适应 的 习惯 化 的 行为 方式 . 首 
先 ,性 格 表现 了 人 对 现实 的 态度 ,并 反映 在 他 的 行为 方式 中 . 人 对 
事物 的 评价 好恶 和 取舍 等 方面 的 态度 不 同 ,其 行为 方式 也 就 会 
不 同 ,从 而 构成 人 们 的 不 同性 格 . 其 次 ,性 格 是 一 个 人 独特 的 、 稳 
定 的 态度 和 行为 方式 ,那些 一 时 性 、 情 境 性 和 偶然 性 的 表现 不 属 
于 性 格 . 再 次 ,性 格 具 有 直接 的 社会 意义 ,不 同性 格 特征 的 社会 价 
值 是 不 一 样 的 . 因而 ,性格 便 成 为 人 与 人 相互 区 别 的 主要 方面 ,是 
人 格 的 核心 . 对 于 性 格 , 也 有 人 视 其 为 狭义 的 人 格 . 

气质 通常 被 看 作 与 人 的 脾气 有 关 的 心理 现象 , 它 是 依赖 于 身 
体 素 质 , 或 与 身体 特点 相 联系 的 心理 特征 . 有 人 认为 气质 与 先天 
生理 和 动力 的 襄 赋 有 关 . 性 格 和 气质 虽 同 属 人 格 ,但 属于 不 同 的 
概念 . 可 以 从 三 方面 理解 气质 概念 :第 一 ,气质 是 心理 活动 的 动力 
特征 . 不 同 气质 导致 心理 活动 发 生 的 速度 ,强度 和 指向 性 不 同 . 第 
二 ,气质 是 一 种 天 赋 的 人 格 特征 . 20 世纪 初 俄国 生理 学 家 巴 甫 洛 
夫 通 过 条 件 反 射 的 研究 发 现 人 的 高 级 神经 活动 类 型 不 同 , 是 人 的 
气质 不 同 的 根源 . 第 三 ,气质 是 最 稳定 的 人 格 特征 . 同人 的 性 格 、 
动机 、 兴 趣 等 相 比 ,人 的 气质 特征 最 不 易 改 变 . 这 是 因为 气质 在 很 
大 程度 上 是 由 遗传 决定 的 . 

2. 性 格 特征 的 差异 

性 格 的 个 别 差异 表现 在 性 格 特征 差异 和 性 格 类 型 差异 两 个 
方面 . 

(1) 阿 尔 波 特 的 研究 ”阿尔 波 特 将 性 格 特征 分 成 共同 特质 与 
个 人 特质 . 共同 特质 是 在 同一 文化 形态 下 的 群体 所 具有 的 特质 ， 
它 是 在 共同 的 生活 方式 下 形成 的 ,并 普遍 地 存在 于 每 一 个 人 身 
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上 . 共同 特质 又 可 以 分 为 表现 性 特质 和 态度 性 特质 . 表现 性 特质 
是 在 支配 适应 行动 的 动机 系统 中 使 行动 具有 一 定 的 特征 ,包括 支 
配 性 (顺从 性 ) .扩张 性 ( 退 循 性 ) .坚持 性 ( 动 播 性 ) 等 3 个 共同 特 
质 . 态度 性 特质 是 在 对 特定 情境 的 顺应 行为 中 所 具有 的 对 己 、 对 
人 和 对 价值 的 态度 ,包括 外 倾 性 一 内 倾 性 、 对 自己 的 客观 态度 一 
自我 欺骗 自信 一 自卑 ` 对 他 人 的 合群 性 一 孤独 性 等 11 个 共同 
特征 . 

个 人 特质 是 个 人 所 独 有 的 、 代 表 个 人 行为 倾向 的 特质 . 它 包 
括 主要 特质 \ 中 心 特质 与 次 要 特质 . 那些 几乎 影响 着 个 体 全 部 行 
为 的 特质 叫做 主要 特质 ,具有 极 大 的 渗透 性 和 弥散 性 ,在 性 格 结 
构 中 处 于 支配 的 地 位 . 用 来 刻画 个 体 特征 性 的 倾向 叫 中 心 特质 ， 
少量 彼此 联系 着 的 中 心 特质 组 成 个 体 的 独特 性 格 ,是 个 体 行为 的 
决定 因素 . 而 对 个 体 性 格 结构 影响 不 大 的 特质 属于 次 要 特质 ,对 
行为 的 渗透 性 极 小 ,如 爱 吃 甜食 之 类 的 习惯 与 态度 . 

(2) 卡 特 尔 的 研究 ”卡特 尔 将 性 格 特征 分 为 表面 特质 和 根源 
特质 . 表面 特质 是 指 从 外 观察 到 的 成 串 的 关联 着 的 行为 反应 , 它 
只 能 说 明 现 象 . 根源 特质 是 决定 外 显 行为 的 潜在 变量 ,是 人 格 的 
本 质 . 例如 ,大 胆 ,独立 和 坚韧 等 性 格 特征 可 以 直接 表现 出 来 , 属 
于 表面 特质 ,而 它们 的 共同 根源 特质 则 是 自主 性 . 卡特 尔 发 现 有 
16 种 根源 特质 ( 表 2 -1 -1) ,它们 各 自 独立 ,相关 极 小 . 


表 2 -1 -1 卡特 尔 的 16 种 人 格 根源 特质 


人 格 因 素 名 称 低 分 者 特征 高 分 者 特征 
A 乐 群 性 。 绒 默 .孤独 乐 群 ,外 向 
B 聪慧 性 。 述 钝 ,知识 面 窜 聪慧 、 富 有 才能 


C 稳定 性 ”情绪 激动 情绪 稳定 
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续 表 2 -1-:! 


人 格 因素 名 称 低 分 者 特征 高 分 者 特征 
E 尾 强 性 。” 廊 逊 顺从 支配 、 攻 击 
到 乐观 性 ”严肃 审慎 轻松 兴奋 
6 有 便 性 。 权宜 、 数 衍 有 恒 、 负 责 
A 敢 为 性 ” 晨 导 .退缩 冒险 、 敢 为 
I 敏感 性 ”理智 着重 实际 敏感 .感性 用 事 
L 怀疑 性 ”信赖 ,随和 怀疑 \ 刚 履 
M 幻想 性 现实、 合乎 成 规 幻想 狂放 不 虹 
N 世故 性 ”坦白 直率 天真 精明 能 干 、 世 故 
0 庆 虑 性 ”安详 沉着 有 自信 心 忧 虚 抑郁、 烦恼 多 端 
0, 实验 性 ”保守 、 服 魔 传统 自由 、 批 评 、 激 进 
Q, 独立 性 ”依赖 、 随 群 附 从 自立 、 当 机 立 断 
Q, 自律 性 矛盾 冲突 \ 不 拘 小 节 知己 知 彼 、 自 律 严谨 
Q 紧张 性 ”心平气和 紧张 困扰 


(3) 苏 联 的 研究 ”苏联 心理 学 家 将 性 格 分 解 为 态度 特征 、 意 
志 特 征 、 情 绪 特 征 和 理智 特征 . 性 格 的 态度 特征 是 个 体 对 现实 的 
态度 体系 的 个 别 特点 ,属于 处 理 各 种 社会 关系 方面 的 性 格 特征 ， 
如 对 社会 集体 和 他 人 的 态度 ;对 劳动 .工作 和 学 习 的 态度 ;对 自 
己 的 态度 等 . 性 格 的 意志 特征 是 个 体 对 自己 行为 的 自觉 调节 方式 
和 水 平方 面 的 个 人 特点 ,包括 行为 的 自觉 性 、 可 控 性 、 坚 持 性 和 果 
断 性 等 . 性 格 的 情绪 特征 是 个 体 经 常 表现 在 情绪 活动 的 强度 、 稳 
定性 、 持 久 性 和 主导 心境 方面 的 个 人 特点 . 而 个 体 表现 在 感知 \ 记 
忆 、 想 像 和 思维 等 认 知 方面 的 个 人 特点 则 是 性 格 的 理智 特征 . 
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3. 性 格 的 类 型 差异 

性 格 类 型 是 指 在 一 类 人 身上 所 共有 的 性 格 特征 的 独特 结合 ， 
许多 心理 学 家 都 试图 划分 性 格 的 类 型 ,主要 有 : 

(1) 按 心理 机 能 分 类 ” 按 性 格 中 理智 情绪 和 意志 各 占 优势 
的 不 同 , 把 人 的 性 格 分 为 理智 型 \ 情 绪 型 和 意志 型 . 理智 型 的 人 ， 
以 理智 来 支配 和 控制 自己 的 行为 ;情绪 型 的 人 ,情绪 体验 强烈 , 行 
为 易 受 情绪 左右 ;意志 型 的 人 ,目标 明确 ,行为 主动 . 除 这 些 典 型 
的 类 型 之 外 ,还 有 些 人 属于 中 间 型 . 

(2) 按 倾向 性 分 类 ”依据 个 人 心理 活动 倾向 于 外 部 ,还 是 倾 
向 于 内 部 ,把 人 的 性 格 分 为 外 倾 型 与 内 倾 型 两 类 . 前 者 心理 活动 
倾向 外 部 ,对 外 界 事物 表现 关心 和 感 兴趣 ,心情 开设、 活泼 ,善于 
交际 . 后 者 心理 活动 倾向 内 部 ,对 外 界 事物 很 少 关 心 和 感 兴趣 , 反 
应 迟缓 , 沉 更、 孤僻 ,适应 困难 . 不 过 极端 外 倾 和 内 倾 型 的 人 只 是 
少数 ,多 数 人 处 于 内 外 倾 之 间 . 

(3) 按 独立 与 顺从 程度 分 类 ”依据 一 个 人 独立 或 顺从 的 程 
度 , 把 人 的 性 格 分 为 独立 型 和 顺从 型 . 前 者 善于 独立 发 现 问 题 和 
解决 问题 ,自主 性 强 , 不 易 受 次 要 因素 干扰 ,在 紧急 情况 下 能 镇 定 
自若 ,处事 果 断 ,喜欢 表现 自己 的 力量 ,也 喜欢 把 自己 的 看 法 和 意 
志 强加 于 人 . 后 者 独立 性 差 , 易 受 暗示 ,容易 接受 别人 的 意见 ,在 
紧急 情况 下 往往 心 伏 意 乱 ,不 知 所 措 . 

(4) 一 种 两 维 的 分 类 ”英国 心理 学 家 艾 森 克 (再 , Eysenck ) 根 
据 内 倾 一 外 倾 和 稳定 一 不 稳定 两 个 维度 对 人 的 性 格 加 以 分 类 . 稳 
定 和 不 稳定 属于 情绪 性 维度 . 镇 静 、 顺 应 良好 、 可 信赖 等 属于 稳定 
的 一 端 ;而 心情 易 变焦 虑 、 易 激动 等 属于 不 稳定 的 一 端 . 

4. 性 格 的 性 别 差异 

(1) 性 度 的 概念 ”性 度 是 性 别 差异 心理 学 的 一 个 概念 , 指 除 
男女 生理 上 的 差异 外 ,根据 性 格 、 行 为 表现 和 能 力 的 特征 来 确定 
男性 和 女性 行为 的 程度 ,包括 男性 度 和 女性 度 . 从 行为 表现 上 看 ， 
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世界 上 没有 绝对 的 男性 和 女性 ,男性 度 和 女性 度 混 合 交织 地 存在 
于 个 体 身上 . 由 于 有 ”" 度 "的 区 分 ,性格 就 具有 性 别 差 异 . 

(2) 性 格 性 别 差 异 的 表现 ”1974 年 ,美国 的 麦 考 比 和 杰克 林 
(下 上. 下 . Maccoby & C.N.Jacklin) 出 版 了 《性 别 差 异 心理 学 》 一 
书 ,通过 对 1 600 项 研究 的 分 析 和 概括 ,阐述 了 是 否 存 在 性 别 差 
异 \ 性 别 差 异 的 程度 以 及 性 别 差 异 的 成 因 等 理论 . 他 们 认为 ,最 显 
著 的 性 别 差 异 是 男性 更 具有 攻击 性 . 其 次 是 女性 比 男性 更 好 社会 
交往 ,更 容易 受 暗 示 , 自 信心 比 男性 差 ,更 倾向 于 解决 简单 . 黑 守 
成 规 的 问题 ,而 男性 则 更 倾向 于 解决 复杂 的 、 需 摆脱 定 势 的 问题 , 
对 此 ,不 少 人 另 有 看 法 . 


$ 2 个体 差异 与 数学 学 习 


前 面谈 到 个 体 的 差异 ` 认 知 差异 ,性格 差异 等 ,其 中 有 些 类 型 
所 表现 出 的 特征 ,对 数学 的 学 习 有 着 重要 的 影响 . 


一 、 认 知 差异 与 学 习 


认 知 差异 对 学 习 的 影响 不 仅 在 程度 上 不 同 ,而 且 起 作用 的 方 
式 也 不 同 . 

认 知 方式 没有 优 劣 好 坏 之 分 ,只 是 表现 为 学 生 对 信息 加 工 方 
式 的 某 种 偏爱 ,主要 影响 学 生 的 学 习 方 式 ,具体 表现 在 : 

第 一 ,学 生 对 所 用 感觉 通道 的 偏好 . 在 数学 学 习 方 面 , 有 的 学 
生 习 惯 于 听觉 学 习 , 有 的 习惯 于 视觉 学 习 , 有 的 则 更 喜欢 通过 触 
摸 或 各 种 感觉 的 结合 来 学 习 . 

第 二 ,学 生 对 学 习 环境 的 偏好 . 在 数学 学 习 中 有 的 学 生 爱 在 
宁静 的 环境 中 学 习 , 有 的 则 喜欢 在 有 背景 声音 的 环境 中 学 习 . 

第 三 ,对 学 习 内 容 组 织 程度 的 偏好 . 在 数学 学 习 方 面 有 的 学 
生 喜 欢 别 人 向 他 们 提供 结构 严密 的 教学 ,有 的 学 生 则 讨厌 "菜单 
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式 " 的 指导 , 爱 自由 自在 地 学 习 , 较 易 适 应 结构 不 严密 的 教学 . 

第 四 ,对 学 科 选 择 的 偏好 . 有 的 学 生 倾向 于 选择 数学 ,而 有 的 
学 生 则 不 然 . 

智力 是 影响 学 习 的 一 个 重要 因素 . 近 一 个 世纪 以 来 ,人 们 一 
致 认为 ,在 传统 教学 条 件 下 ,智力 是 学 习 成 绩 的 一 个 可 靠 的 预测 
指标 . 据 统计 ,IQ 分 数 越 高 的 儿童 ,一 般 学 习 成 绩 也 就 越 好 . 而 且 
他 们 将 来 能 接受 的 教育 水 平 也 越 高 . 学 习 成 绩 的 测量 与 智力 的 测 
量 两 者 的 相关 程度 很 高 . 其 相关 系数 在 不 同学 习 阶 段 要 求 是 不 同 
的 ,同时 ,智力 对 学 习 的 影响 与 学 科 的 性 质 有 关 , 比如 阅读 、 作 文 
等 成 绩 与 智商 的 相关 较 高 (中 学 阶段 为 0.6 ~0.7) ,数学 和 自然 科 
学 次 之 (为 0.4 ~0.5) ,教学 方法 越 是 要 求学 生 对 信息 作 复杂 的 认 
知 加 工 , 则 智力 与 学 习 总 量 的 相关 程度 越 高 . 然而 ,智力 并 不 影响 
学 习 能 否 发 生 , 它 主要 影响 学 习 的 速度 数量 巩固 程度 和 学 习 的 
迁移 . 

所 以 ,教育 工作 者 必须 根据 学 生 认 知 差异 的 特点 ,不 断 改 革 
教学 与 教 法 ,努力 因材施教 . 应 该 创设 适应 学 生 认 知 差异 的 教学 
组 织 形式 . 自 16 世纪 出 现 课堂 教学 以 来 ,已 习惯 于 将 能 力 和 知识 
水 平 不 同 的 学 生 按 年 龄 分 班 教学 , 即 异 质 分 组 . 其 优点 是 不 同 特 
点 的 学 生 之 间 可 以 互相 学 习 、 取 长 补 短 ,其 缺点 是 较 难 适应 学 生 
的 认 知 差异 . 于 是 ,从 19 世纪 末 开 始 , 有 人 提倡 同 质 分 组 的 教学 
形式 ,就 是 将 能 力 或 知识 水 平 接近 的 学 生 组 成 教学 班 (组 ). 我 国 
不 少 学 校 流行 的 分 快慢 班 ,实质 上 就 是 同 质 分 组 . 它 的 优点 是 适 
应 学 生 的 个 别 差异 ,在 一 个 班 内 缩小 认 知 差距 ,便于 用 统一 的 进 
度 和 方法 进行 教学 . 其 疾 端 在 于 很 难 找到 一 种 理想 的 分 组 标准 ， 
又 会 因 给 学 生 贴 上 了 不 同 的 标签 ,使 好 学 生 自满 ,使 差生 自 摆 和 
感到 羞辱 ,不 利于 学 生 健康 成 长 . 

其 次 ,采用 适应 于 认 知 差异 的 教学 方式 ,努力 使 教学 方式 个 
别 化 . 美国 芝加哥 大 学 的 布 卢 姆 (B. S. Bloom ) 通过 长 期 的 教学 实 
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验 ,提出 著名 的 掌握 学 习 . 所 谓 掌握 学 习 是 指向 不 同 能 力 水 平 的 
学 生 提 供 最 佳 的 教学 和 给 予 足够 的 学 习 时 间 ,从 而 使 绝 大 多 数学 
生 达 到 掌握 的 程度 . 在 掌握 学 习 程序 中 , 布 卢 姆 将 学 习 任务 分 成 
许多 小 的 教学 目标 ,然后 将 教程 分 成 一 系列 小 的 学 习 单 元 ,后 一 
个 单元 中 的 学 习 材 料 直接 建立 在 前 一 个 单元 的 基础 上 . 每 个 学 习 
单元 都 包含 一 小 组 课 , 它 们 通常 需要 1 ~ 10 h 的 学 习 时 间 . 然后 ， 
教师 编制 一 些 简 单 的 诊断 性 测验 ,在 诊断 的 基础 上 调节 内 容 与 
进度 . 

最 后 ,运用 适应 认 知 差异 的 教学 手段 . 美国 的 斯 金 纳 等 人 提 
倡 程序 教学 ,依靠 教学 机 器 或 程序 化 教科 书 呈现 学 习 程序 ,使 学 
生 循序 渐进 个 别 学 习 . 在 现代 ,程序 教学 又 发 展 为 计算 机 辅助 教 
学 . 它 是 根据 程序 教学 的 原理 将 电子 计算 机 技术 运用 于 教学 的 一 
种 手段 . 数学 的 教学 内 容 , 通 过 文字 、 图 片 \、 幻 灯 片 、 电 影片 .录像 
带 等 载体 , 按 程序 编写 成 的 材料 置 放 在 计算 机 的 磁盘 贮存 器 里 ， 
学 生 可 利用 电脑 , 按 自己 的 学 习 基 础 和 需要 自 定 进度 进行 学 习 . 
学 生根 据 终端 机 屏幕 上 的 提问 ,操纵 键盘 ,作出 回答 ,屏幕 立即 显 
示 回 答 结果 . 计算 机 能 自动 判断 答案 正确 与 否 , 并 能 将 学 生 的 学 
习 过 程 、 理 解 水 平 记 录 下 来 ,及 时 反馈 . 它 能 根据 学 生 的 反应 , 必 
要 时 再 引进 补习 或 补充 教材 . 计算 机 辅助 教学 突出 的 优点 是 :学 
生 能 根据 自己 已 有 的 知识 基础 、 接 受 能 力 、 学 习 进 度 和 学 习 方式 
选择 指令 程序 , 因 人 而 异地 自 定 目标 进行 学 习 . 能 力 强 的 学 生 可 
进行 超前 学 习 . 能 力 较 差 的 学 生 , 则 可 以 放 慢 速度 . 缺点 是 设备 所 
需 费 用 昂贵 ,难以 普遍 采用 ;同时 也 不 适合 于 复杂 技能 和 品德 方 
面 的 教学 . 


二 \ 性 格 差异 与 数学 学 习 


性 格 不 会 决定 学 生 的 学 习 是 否 发 生 ,但 它 却 会 影响 学 生 的 学 
习 方式 . 不 同性 格 的 人 学 习 的 方式 不 同 . 如 外 向 者 对 难度 较 大 的 
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教材 感 兴趣 ,喜欢 提问 ,但 课 后 不 爱 认真 复习 ,作业 马虎 . 内 向 者 
课堂 反应 较 慢 , 课 后 复习 认真 ,遵守 纪律 . 性 格 独立 者 爱 参 与 竞争 
性 学 习 . 性 格 因素 影响 着 学 习 的 速度 和 质量 ,良好 的 态度 、 情 绪 和 
理智 等 性 格 特征 有 助 于 增强 学 生 的 学 习 信心 , 获得 情感 上 的 满 
足 , 提 高 对 未 来 学 习 的 志向 水 平 ,学习 更 加 勤奋 ,因而 有 助 于 学 业 
成 功 ,而 不 良 的 性 格 特征 则 容易 使 学 生产 生 消极 羞愧 、 丽 惧 、 诅 
丧 的 情绪 体验 ,产生 退缩 行为 ,导致 学 业 失败 . 

为 了 促进 学 生 的 全 面 发 展 ,数学 教育 应 更 重视 情感 因素 的 作 
用 ,使 教育 内 容 的 选择 和 组 织 更 好 地 考虑 学 生 的 性 格 差异 . 如 教 
材 的 选用 , 教 法 的 改进 、 数 学 情境 的 创设 和 老师 的 人 文 关怀 , 因 材 
施 教 . 例如 ,有 的 学 校 开设 选修 课 、 研 究 性 课题 ,增添 选 学 内 容 及 
阅读 资料 ,都 能 较 好 地 满足 学 生 多 方面 的 需求 ,适应 学 生 的 兴趣 、 
爱好 和 能 力 倾向 . 美国 心理 学 家 罗杰斯 (C. R. Rogers ) 提倡 非 指 导 
性 教学 ,强调 以 学 生 为 中 心 , 教 师 不 是 直接 告诉 学 生 应 该 怎样 学 
习 和 解决 他 们 所 面临 的 问题 ,而 是 着 重 于 创造 促进 经 验 学 习 的 课 
堂 气 氛 , 以 真诚 的 情感 对 待 学 生 ,给 学 生 以 无 条 件 的 关注 ,并 能 设 
身 处 地 为 学 生 着 想 ,产生 移 情 . 随 之 而 来 的 便 是 学 生 自 我 指向 的 
学 习 . 这 样 的 非 指导 性 教学 显然 有 助 于 形成 和 谐 融洽 的 师 生 关 
系 ,调动 学 生 学 习 的 自觉 性 和 积极 性 . 再 如 ,在 教学 过 程 中 ,学 生 
们 以 主动 合作 学 习 的 方式 代替 教师 主导 教学 设计 的 合作 学 习 , 不 
仅 有 助 于 培养 学 生 主 动 求知 的 能 力 ,而 且 有 助 于 发 展 学 生 在 合作 
过 程 中 的 人 际 沟通 能 力 , 养 成 集体 感 、 友 谊 感 等 良好 的 人 格 特征 . 


三 \ 特 殊 学 生 的 数学 学 习 


由 于 认 知 差异 个体 差异 ,学 校 里 会 出 现 极度 与 众 不 同 的 学 
生 , 即 特殊 学 生 ( 如 天 才 生 和 学 困 生 ) ,这 里 特殊 学 生 的 数学 学 习 
不 包括 身体 肢体 的 特殊 学 生 . 譬如 史蒂芬 .霍金 身体 有 病 ,但 数 
学 学 习 成 绩 显著 . 
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为 满足 特殊 儿童 的 特殊 学 习 需 要 而 设计 的 教育 属于 特殊 教 
育 . 特殊 教育 与 普通 教育 的 主要 区 别 在 于 更 加 注重 儿童 个 体 间 和 
个 体内 的 差异 . 个 体 间 的 差异 是 能 力 分 班 或 特殊 分 班 的 主要 依 
据 ,特殊 教育 的 各 种 设施 ,应 以 适应 个 别 化 教学 为 原则 . 只 有 通过 
个 别 化 教学 ,才能 满足 特殊 儿童 独特 的 需要 

(1) 内 容 特殊 教育 的 内 容 必 须 满足 各 类 特殊 儿童 的 特殊 需 
要 . 应 该 向 超常 儿童 提供 普通 学 生 不 适用 的 高 级 课程 ,有 助 于 他 
们 接受 高 一 级 的 教育 ,使 天 才 有 利于 进一步 发 展 . 而 对 弱智 儿童 
来 说 ,教学 内 容 应 该 同 他 们 的 家 庭 、 亲 属 以 及 街坊 等 相关 的 直接 
经 验 有 联系 ,也 可 以 考虑 与 职业 安置 有 关 的 职业 训练 知识 . 

(2) 技 能 ”普通 教育 的 目标 集中 在 掌握 某 些 公 认 的 阅读 和 计 
算 等 技能 上 ,特殊 教育 应 让 学 生 掌 握 一 些 特殊 技能 ,这 些 技能 对 
普通 学 生来 说 很 可 能 不 需要 特别 的 教学 就 能 掌握 . 

(3) 环 境 随 着 数学 教学 发 展 和 需要 ,特殊 教育 的 环境 比 内 
容 和 技能 受到 更 多 的 关注 . 关于 特殊 生 的 数学 的 教育 目前 有 许多 
可 以 借鉴 的 方法 : 

1 ) 普 通 班 加 巡回 辅导 ”将 特殊 儿童 置 于 普通 班 中 ,由 巡回 辅 
导 人 员 定 期 或 不 定期 向 特殊 儿童 提供 部 分 时 间 的 教学 ,或 对 普通 
班 教师 进行 咨询 ,商讨 特殊 儿童 的 辅导 策略 . 

2) 普 通 班 加 资源 教室 (resource room) ”资源 教室 是 为 中 小 学 
特殊 儿童 设立 的 、 与 普通 教室 分 开 的 补救 教学 场所 , 配 有 特殊 的 
材料 、 设 备 和 经 过 专门 训练 的 教师 . 它 有 两 种 用 途 , 一 是 对 学 生 作 
个 别 辅导 或 小 组 教学 ,通过 补救 学 生 所 缺乏 的 技能 或 补偿 其 弱点 
来 帮助 学 生 克 服 学 习 中 的 问题 . 二 是 由 受过 特殊 训练 的 教师 对 那 
些 普通 教师 难以 处 理 的 学 生 提 供 咨询 与 帮助 . 

3) 特 殊 班 将 教育 需求 相近 的 特殊 儿童 集中 在 一 个 班级 内 
接受 教育 . 如 有 的 学 校 设 奥 林 匹 克 竞 赛 班 和 补课 班 ,这 种 特殊 班 
通常 附设 在 普通 中 小 学 里 ,配备 精干 教师 ,制订 切实 可 行 的 计划 
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和 措施 ,特殊 儿童 的 成 长 提供 较 适 宜 的 环境 和 条 件 ,使 其 尽力 
发 展 . 

4) 创 造 和 提供 一 些 更 好 、 更 有 利于 特殊 生 学 习 的 必要 条 件 和 
环境 ,当然 对 于 一 些 天 才学 生 , 他 们 会 克服 一 切 困 难 进行 学 习 的 ， 
壁 如 资料 书籍 学 习 用 具 . 生活 困难 的 还 要 给 以 适当 补助 . 
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第 二 章 ”数学 的 认 知 学 习 


学 习 , 是 人 生 进 步 和 发 展 的 重要 途径 ,是 贯穿 个 体 一 生 的 重 
要 活动 . 今天,“ 学 习 论 "已 成 为 心理 学 的 一 个 重要 组 成 部 分 . 作为 
对 数学 学 习 的 研究 ,学 习 自 然 是 一 个 核心 问题 . 本 章 主要 介绍 学 
习 的 定义 ,探讨 不 同 阶段 数学 学 习 的 心理 规律 . 


$1 学习 的 概念 


一 、 学 习 的 定义 

学 习 和 记忆 是 现代 心理 学 的 一 个 分 支 ,这 两 个 概念 既 简 单 又 
复杂 . 所 谓 简单 ,是 因为 人 们 都 有 自己 对 “学 习 ” 的 理解 ,也 可 从 字 
典 上 找到 “学 习 ” 的 词义 . 所 谓 复杂 ,是 因为 学 习 和 记忆 研究 有 其 
哲学 根源 :一 是 知识 的 分 析 ( 怎么 知道 事物 的 ) ,涉及 哲学 家 的 认 
识 论 ;二 是 精神 生活 的 性 质 与 组 织 的 分 析 , 涉 及 学 习 论 的 概念 、 思 
想 、 意 象 . 辨 别 、 回 忆 和 想像 的 性 质 和 内 容 . 

关于 认识 论 , 在 哲学 里 有 不 同 的 观点 和 理论 . 在 认识 论 中 最 
引 人 关 注 的 问题 是 概念 和 知识 是 怎样 产生 的 ,以 及 经 验 与 心理 组 
织 有 什么 关系 . 在 这 个 问题 上 ,有 两 个 对 立 的 观点 :经 验 主义 和 理 
性 主义 . 
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经 验 主义 的 观点 是 :经 验 是 知识 的 惟一 源泉 . 经 验 主义 虽然 
不 否认 知识 可 以 从 各 种 经 验 之 间 的 理性 思考 中 推 衍 出 来 ,但 特别 
重视 感觉 . 经 验 主 义 具 有 下 述 的 特征 :感觉 主义 、 还 原 主义 、 联 想 
主义 机械 主义 等 . 经验 主义 含有 两 个 基本 的 学 习 机 制 :是 简单 观 
念 的 内 在 表象 . @ 复 杂 观 念 则 是 将 邻近 得 到 的 简单 观念 联合 在 一 
起 而 形成 的 ,它们 通过 联想 接合 起 来 . 经 验 主义 还 将 “思考 "纳入 
他 们 所 关注 的 理论 中 , 据 此 从 记忆 中 唤起 若干 观念 ,加 以 比较 ,得 
出 结论 ,引起 其 他 联想 . 

理性 主义 的 一 般 哲 学 观点 是 :理性 是 知识 的 最 初 来 源 . 知识 、 
信仰 和 行动 的 惟一 可 靠 基础 ,不 是 感性 资料 而 是 理性 资料 , 即 典 
籍 、 神 灵 的 启示 或 直觉 . 理性 主义 为 了 与 经 验 主义 抗争 , 稍 卡 儿 、 
莱 布 尼 茨 康德 等 人 在 他 们 著作 中 多 处 与 经 验 主义 对 立 , 两 者 对 
“感觉 材料 "在 构造 现实 的 作用 上 有 着 不 同 看 法 :经 验 主 义 者 看 
来 ,人 们 的 观念 是 感觉 材料 的 复 本 ;理性 主义 看 来 ,感觉 资料 犹如 
一 团 无 结构 的 未 分 解 的 乱 麻 , 只 能 给 一 种 解释 机 制 提供 原始 资 
料 . 对 于 “知觉 的 组 织 ” ,理性 主义 认为 ,经 验 主义 的 知觉 理论 对 于 
知觉 的 整体 性 以 及 关系 在 知觉 统一 性 中 所 起 的 作用 方面 ,提出 了 
不 恰当 的 说 明 .对 于 “心理 的 组 织 ” ,理性 主义 对 联想 主义 的 攻击 
取得 了 一 些 成 功 . 理性 主义 的 例子 是 语言 问题 ;具有 特殊 的 说 服 
力 . 康德 说 :“ 尽 管 我 们 的 一 切 知识 开始 于 经 验 ,但 不 能 认为 知识 
完全 来 源 于 经 验 . ” 

另外 ,行为 主义 心理 学 家 认为 学 习 是 “由 经 验 引起 的 行为 相 
对 持久 的 变化 ”. 强调 学 习 的 本 质 是 行为 的 变化 , 即 学 习 活 动 发 生 
后 ,学 习 者 要 有 可 观察 .可 测量 的 外 在 变化 . 认 知 心理 学 家 则 认 
为 :学 习 是 人 的 倾向 或 能 力 的 变化 ,但 这 种 变化 要 能 保持 一 定时 
期 , 且 不 能 单纯 归 因 于 生长 过 程 . 根据 这 一 定义 ,学 习 的 实质 不 是 
外 在 行为 的 变化 ,而 是 内 在 能 力 或 倾向 的 变化 . 但 是 内 在 变化 难 
以 直接 观察 ,必须 依据 外 部 行为 变化 来 推测 . 内 在 变化 和 外 显 行 
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为 有 时 是 一 致 的 ,有 时 则 不 完全 一 致 . 

经 验 主义 心理 学 在 19 世纪 联想 理论 基础 上 ,又 吸收 了 心 的 
主动 性 的 思想 ,指出 人 的 两 种 动作 :一 种 没有 任何 刺激 而 发 生 的 
动作 叫 自发 动作 ; 另 一 种 是 由 意志 情绪 引发 的 动作 叫 意志 动作 . 
人 的 自发 动作 可 发 展 为 意志 动作 . 

行为 心理 学 家 认为 学 习 是 由 “经 验 引 起 的 行为 相对 持久 的 变 
化 ”. 可 见 , 各 种 学 习 理论 是 存在 分 歧 的 .但 根据 学 习 的 特征 , 鲍 尔 
和 和 希 尔 加 德 为 学 习 下 了 暂时 的 定义 :学 习 是 指 一 个 主体 在 某 个 规 
定 情 境 中 的 重复 经 验 引 起 的 ,是 对 那个 情境 的 行为 或 行为 的 潜能 
变化 . 不 过 这 种 行动 的 变化 是 不 能 根据 主体 的 先天 反应 倾向 成 熟 
或 暂时 状态 (为 疲劳 醉酒 内 驱 力 等 ) 来 解释 的 . 

关于 “学 习 " 的 概念 与 比较 心理 学 的 “先天 的 反应 倾向 ”, 与 
成 熟 \ 作 业 习 惯 化 等 都 是 有 区 别 的 . 

学 习 是 一 个 广阔 的 、 不 严格 的 概念 .思想 ,要 提供 一 个 包括 一 
切 的 学 习 形 式 是 很 不 容易 的 . 所 谓 的 分 歧 , 不 在 学 习 定义 的 本 身 ， 
而 在 不 同 解释 的 争论 . 第 一 种 分 歧 ,经 验 主义 的 主要 论点 在 于 学 
习 的 观点 是 通过 事件 或 观念 的 接近 联想 而 产生 的 ,但 格式 塔 心理 
学 家 、 信 息 加 工 理论 学 家 、 认 知心 理学 家 却 反 对 . 第 二 种 分 歧 ,一 
直 在 联想 主义 内 部 争论 ,就 是 刺激 一 反应 理论 和 认 知 理论 之 间 的 
冲突 . 


二 、 加 涅 的 学 习 结 果 分 类 


记忆 的 问题 在 现代 心理 学 中 占 重要 的 地 位 , 阿 特 金 森 和 希 夫 
林 认 为 记忆 结构 是 固定 的 ,而 控制 过 程 是 可 变 的 ,提出 了 记忆 信 
息 加 工 模型 ,如 图 2 -2 -1, 从 图 可 以 看 出 外 界 信息 通过 感觉 器 官 
进入 感觉 记忆 ,最 后 到 长 时 记忆 . 这 个 过 程 是 一 个 复杂 的 过 程 和 
加 工 系统 . 
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人 类 的 记忆 系统 


我 正好 看 
“Apple 的 第 见 一 个 A 
一 个 字 生 1 


司 
D> 


世界 
( 刺激 出 现 和 消失 ) 


图 2-2-1! 


学 习 现象 是 极其 复杂 的 ,学 习 的 类 型 也 多 种 多 样 , 可 以 按 过 
程 或 结果 分 类 ,也 可 以 按 复杂 程度 分 类 . 这 里 我 们 主要 介绍 加 涅 
的 学 习 结果 分 类 . 美国 教育 心理 学 家 加 涅 长 期 致力 于 人 类 学 习 与 
教学 的 研究 ,提出 了 著名 的 学 习 结果 分 类 理论 ,加 涅 的 学 习 结 果 
分 类 包括 认 知 动作 技能 和 态度 三 方面 : 

认 知 包括 :言语 信息 、 智 慧 技能 和 认 知 策略 . 言语 信息 :加 
涅 所 指 的 既是 知识 也 是 能 力 . 这 里 的 知识 是 回答 世界 “是 什么 "的 
知识 , 它 对 学 生 的 能 力 要 求 主要 是 记忆 . @ 智 慧 技能 :加 涅 指 的 是 
运用 符号 办 事 的 能 力 . 这 里 的 知识 是 回答 “怎么 办 ”的 知识 , 它 对 
学 生 能 力 的 要 求 主要 是 理解 和 运用 概念 和 规则 的 能 力 ,进行 逻辑 
推理 的 能 力 . 其 内 部 又 分 为 基本 学 习 形式 、 联 想 与 连锁 辨别 、 概 
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念 .规则 、 高 级 规则 等 ,具有 由 简单 到 复杂 构成 一 个 层级 关系 . 这 
里 的 联想 与 连锁 是 刺激 与 反应 之 间 的 一 系列 联系 的 形成 ,也 可 以 
说 是 条 件 反射 学 习 ,在 联想 和 连锁 基础 上 形成 最 低级 的 智慧 技能 
辨别 (辨别 指 发 现 事物 或 符号 间 的 差别 ). 继而 在 辨别 基础 上 逐 级 
形成 概念 ,规则 和 高 级 规则 . @ 认 知 策略 :加 涅 指 的 是 个 体 对 认 知 
过 程 进行 调节 与 控制 的 能 力 ,包括 学 习 者 控制 自己 的 注意 力 、 选 
择 性 知觉 ,调节 编码 方式 、 提 高 记忆 质量 等 能 力 , 它 是 学 生 学 会 如 
何 学 习 的 核心 成 分 . 与 智慧 技能 不 同 , 它 是 一 种 对 内 调控 的 能 力 ， 
而 智慧 技能 是 一 种 对 外 办 事 的 能 力 . 


三 .学 习 过 程 


前 面 介 绍 的 学 习 定 义 是 从 学 习 结果 来 揭示 学 习 本 质 的 ,然而 
任何 结果 都 是 过 程 的 产物 ,只 有 剖析 学 习 的 过 程 ,才能 真正 理解 
和 把 握 学 习 的 实质 . 从 哲学 到 教育 学 ,从 心理 学 中 的 行为 主义 理 
论 到 20 世纪 的 信息 加 工 理论 ,都 从 不 同 角度 或 不 同 侧面 对 学 习 
过 程 作 过 描述 . 然而 ,在 多 种 描述 中 惟有 现代 信息 加 工 理 论 对 学 
习 过 程 的 描述 ,对 数学 教学 活动 富有 指导 意义 . 下 面 我 们 将 分 别 
介绍 加 涅 和 梅 耶 (R. C. M. ayer) 两 种 学 习 过 程 模型 ， 

1. 加 涅 的 学 习 记忆 模型 

加 涅 认为 ,学 习 是 一 系列 认 知 过 程 ,这 些 过 程 把 来 自 环境 的 
刺激 转化 为 获得 一 种 新 能 力 所 需 的 信息 加 工 的 几 个 阶段 ,也 就 是 
说 ,学 习 是 学 习 者 通过 自己 对 来 自 环境 刺激 的 信息 进行 内 在 的 认 
知 加 工 而 获得 能 力 的 过 程 . 他 提出 了 一 个 较为 完整 和 系统 的 学 习 
与 记忆 的 信息 加 工 模型 ,以 便 形象 地 反映 学 习 与 记忆 的 内 在 过 程 
见 图 2 -2 -2 加 涅 的 学 习 与 记忆 的 信息 加 工 模型 . 
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工作 记忆 长 时 记忆 


从 以 上 模型 可 以 看 出 ,学习 是 以 下 三 系统 协同 活动 的 过 程 : 

(1) 加 工 系统 ”又 称 操作 系统 ,从 阿 特 金 森 和 和 希 夫 林 记 忆 信 
息 加 工 模型 图 2 -2 -1 和 加 涅 学 习 \ 记 忆 的 内 在 过 程 图 2 -2 -2 
知 , 它 由 受 纳 器 ,感觉 登记 器 .工作 记忆 ( 短 时 记忆 ) .长 时 记忆 、 反 
应 发 生 器 、 反 应 器 构成 . 来 自 环境 的 刺激 作用 于 受 纳 器 , 受 纳 器 将 
接收 到 的 信息 传递 至 感觉 登记 器 . 因为 信息 在 此 处 只 保存 1 秒 左 
右 或 者 只 有 几 分 之 一 秒 ,在 这 一 阶段 , 绝 大 多 数 信息 未 能 受到 注 
意 ,只 有 一 小 部 分 信息 被 注意 选择 而 进入 短 时 记忆 加 工 阶段 . 信 
息 进入 短 时 记忆 便 被 编码 和 贮存 .但 短 时 记忆 对 信息 的 贮存 时 间 
很 短 , 一 般 只 有 30 秒 左右 ,而 且 容 量 极为 有 限 , 只 有 7 加 或 减 两 
个 信息 单位 (这 个 数量 又 称 记忆 广度 ). 如 果 学 习 者 能 进行 复述 ， 
信息 就 能 保持 较 长 时 间 , 即 进入 下 一 个 加 工 阶段 一 一 长 时 记忆 加 
工 阶段 ,否则 就 被 遗忘 . 短 时 记忆 又 叫 “ 工 作 记忆 ” ,这 两 个 术语 分 
别 强调 同一 概念 的 不 同方 面 . 短 时 记忆 强调 信息 停留 的 时 间 , 工 
作 记 忆 强调 其 功能 . 与 短 时 记忆 相 比 ,长 时 记忆 对 信息 保留 的 时 
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间 更 长 , 且 贮 存 容量 更 大 . 存 贮 在 长 时 记忆 中 的 信息 如 果 要 用 , 必 
须 通过 "提取 ”, 提 取 的 信息 构成 反应 发 生 " 的 基础 . 如 在 数学 与 
学 习 中 对 正 学 过 的 知识 公式 方法 . 有 意识 的 认 知 活动 而 言 ,信息 
从 长 时 记忆 流向 短 时 记忆 ,然后 到 达 “ 反 应 发 生 器 ” ,而 对 于 熟练 
的 自动 化 反应 而 言 ,信息 可 以 直接 从 长 时 记忆 流向 反应 发 生 器 . 
反应 发 生 器 对 反应 序列 进行 组 织 并 指引 反应 器 . 反应 包括 人 的 所 
有 肌肉 活动 和 腺 体 分 泌 . 对 学 校 学 习 活动 来 说 , 主要 的 反应 器 是 
书写 中 的 手臂 及 发 音 器 官 . 

(2) 执 行 控制 系统 在 图 2 -2 -2 中 ,这 一 系统 的 第 头 不 与 
任何 一 个 操作 成 分 直接 相连 ,意味 着 它 对 整个 加 工 系统 进行 调节 
和 控制 . 学 习 者 的 头脑 好 比 一 个 加 工厂 , 它 的 生产 活动 ,需要 有 专 
业 部 门 和 专业 人 员 进 行 监督 协调 和 控制 ,以 提高 生产 效率 和 产 
品质 量 . 学 习 活动 作为 一 个 信息 加 工 过 程 需要 自我 调节 和 控制 . 
比如 ,数学 学 习 中 概念 的 认识 和 使 用 ,通过 对 感觉 系统 的 调节 ,可 
以 使 之 选择 适当 的 信息 加 以 注意 ,对 记忆 的 编码 方式 进行 调节 ， 
可 以 提高 信息 的 贮存 质量 等 . 这 种 对 信息 加 工 过 程 的 内 在 调节 控 
制 能 力 ,在 加 涅 学 习 结 果 的 分 类 系统 中 称 为 “ 认 知 策略 ”, 从 知识 
分 类 的 角度 看 ,属于 程序 性 知识 . 

(3) 期 望 期 望 属 信息 加 工 过 程 的 动机 系统 , 它 不 包括 在 完 
整 的 信息 加 工 过 程 中 ,但 对 加 工 过 程 起 定向 作用 . 任何 学 习 活 动 
都 是 指向 一 定 目标 的 活动 ,如 读数 学 教科 书 和 看 到 一 个 问题 的 求 
解 过 程 , 弄 清 每 一 部 分 的 意义 等 . 这 些 目标 有 时 是 教师 学 校 确定 
的 ,或 是 学 生 自 己 设 定 的 , 它 影响 着 学 习 者 努力 的 程度 和 注意 力 
集中 的 水 平 . 如 果 学 习 者 对 达到 预定 目标 有 强烈 愿望 ,他 就 能 集 
中 注意 力 ,专心 学 习 , 选 择 有 效 的 学 习 和 记忆 策略 . 学 习 目 标的 实 

会 令 学 习 者 感到 满足 ,愉快 ,从 而 增强 了 学 习 信 心 , 更 加 努力 地 
投入 到 下 一 阶段 学 习 活动 . 
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2. 梅 耶 的 学 习 过 程 模型 

美国 教育 心理 学 家 梅 耶 在 加 涅 的 学 习 信息 加 工 模型 基础 上 
进行 简化 , 于 1987 年 提出 一 个 极为 简约 的 学 习 过 程 模型 
见 图 2 -2 -3. 


图 2 -2 -3 


(A) 注 意 (8B) 原 有 知识 。 (C) 新 知识 的 内 部 联系 
(D) 原 有 知识 与 新 知识 的 联系 (EE) 新 知识 进入 长 时 记忆 


以 上 模型 显示 ,学 习 活动 始 于 学 习 者 的 注意 (A) ,通过 注意 ， 
学 习 者 选择 了 与 当前 学 习 任 务 有 关 的 信息 材料 ,并 将 有 限 的 心理 
能 量 集中 在 相应 的 数学 问题 的 解决 上 ,同时 激活 新 信息 有 关 的 贮 
存在 长 时 记忆 中 的 原 有 知识 (B). 新 信息 进入 工作 记忆 系统 
〈《WM ,又 叫 短 时 记忆 STM ) ,学 习 者 找 出 新 信息 各 部 分 的 内 在 联系 
(C0) ,与 此 同时 ,与 新 信息 有 关 的 处 于 激活 状态 的 原 有 知识 概念 、 
公式 方法 和 新 信息 产生 联系 (D). 最 后 ,新 知识 再 进入 长 时 记忆 
中 贮存 起 来 (E). 

如 果 将 梅 耶 的 学 习 模 型 进一步 简化 ,你 会 发 现 它 事实 上 是 
“S-0-R" 简 式 . 只 是 梅 耶 将 认 知 过 程 ”0" 假设 为 注意 、 短 时 记 
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忆 , 长 时 记忆 的 加 工 活动 . 新 信息 被 学 习 者 注意 后 , 便 进入 短 时 记 
忆 系 统 , 被 激活 的 原 有 知识 也 进入 短 时 记忆 系统 ,新 旧 知 识 相互 
作用 . 在 学 习 过 程 中 强调 新 有 旧 知识 的 相互 联系 , 是 梅 耶 学 习 模 型 
的 最 大 特点 ,这 些 对 于 数学 学 习 是 非常 有 意义 的 . 

3. 有 效 学 习 的 条 件 

从 加 涅 和 梅 耶 对 学 习 过 程 的 理论 假设 中 ,我 们 可 以 归纳 出 有 
效 学 习 的 一 般 条 件 : 

(1) 内 部 条 件 

1) 学 习 者 应 当 具 有 适当 的 知识 准备 ,贮存 于 长 时 记忆 中 的 原 
有 知识 和 技能 是 新 的 学 习 产 生 的 重要 内 部 条 件 . 美国 著名 的 教育 
心理 学 家 奥 苏泊尔 (D.P. Ausubel) 在 他 1978 年 出 版 的 《教育 心理 
学 : 认 知 观 ) 一 书 的 以 页 上 写 道 :“ 假 如 让 我 把 全 部 教育 心理 学 仅 
仅 归纳 为 一 条 原理 的 话 , 那 么 ,我 将 一 言 以 项 之 :影响 学 习 的 惟一 
最 重要 的 因素 就 是 学 生 已 经 知道 了 什么 ,要 探 明 这 一 点 ,并 应 据 
此 进行 教学 . "关于 原 有 知识 对 当前 学 习 活动 的 影响 ,先哲 们 早 就 
有 所 领悟 ,我 国 古代 就 有 “以 其 所 知 , 喻 其 不 知 , 使 其 知之 "的 精辟 
论述 . 由 于 认 知 心理 学 的 发 展 , 人 们 对 学 习 过 程 的 心理 机 制 的 了 
解 日 趋 深入 ,将 原 有 知识 作为 学 习 的 重要 内 部 条 件 提出 . 许多 实 
验 研究 显示 ,学 习 实 际 上 是 新 旧 知 识 相互 作用 的 过 程 . 关于 学 习 
在 新 旧 知 识 相互 作用 方面 , 梅 耶 的 学 习 过 程 模型 已 充分 强调 和 解 
释 了 这 一 点 . 加 涅 的 学 习 模型 中 ,也 十 分 关注 长 时 记忆 . 

2) 学 习 者 应 当 具 有 主动 学 习 的 心理 倾向 . 如 果 学 习 者 头脑 中 
有 了 适当 的 知识 准备 , 而 没有 学 习 的 愿望 或 积极 性 ,新 的 学 习 仍 
然 不 能 发 生 ,笔者 曾 对 一 些 学 生 “ 一 学 就 会 ,但 就 是 不 学 "现象 作 
了 一 些 研究 ,发 现 这 种 现象 归结 为 动机 问题 . 这 种 学 习 者 的 主动 
加 工 倾向 ,在 加 涅 的 信息 加 工 模型 中 被 描述 为 “执行 控制 "和 “期 
望 " 两 个 系统 . 在 梅 耶 的 模型 中 ,表现 为 对 学 习 者 的 “注意 ”和 “发 
现 新 知识 的 内 部 联系 ”并 积极 将 “新 旧 知 识 联系 ”起 来 的 愿望 . 
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(2) 外 部 条 件 “学生 的 学 习作 为 一 种 结果 是 学 习 者 的 内 部 条 
件 和 外 部 条 件 相互 作用 的 产物 . 外 部 条 件 的 含义 极为 广泛 ,大 至 
社会 .学 校 \ 家 庭 ,小 至 班级 \ 课 堂 . 就 学 校 教 学 而 言 ,与 学 生 的 学 
习 活 动 关系 最 紧密 的 外 部 条 件 是 教师 ,这 里 主要 包括 教师 对 教材 
的 组 织 与 呈现 教学 方法 的 选择 和 运用 、 教 师 的 知识 水 平和 人 格 


$2 ”知识 学 习 的 分 类 与 阶段 


1. 广义 的 知识 及 分 类 

前 面 已 经 说 到 , 认 知 心理 学 把 人 的 认 知 过 程 假设 为 信息 加 工 
过 程 ,信息 加 工 的 结果 就 是 获得 按 一 定 方式 贮存 的 信息 , 即 获 得 
知识 . 根据 现代 认 知 心理 学 ,我 们 把 知识 定义 为 :个 体 通 过 与 其 环 
境 相 互 作用 后 获得 的 信息 及 组 织 . 贮存 于 个 体内 的 是 个 体 的 知 
识 ;贮存 于 个 体 之 外 的 , 即 为 人 类 的 知识 . 

现代 认 知 心理 学 把 个 体 的 知识 分 为 两 类 ,一 类 为 陈述 性 知 
识 , 另 一 类 为 程序 性 知识 . 陈述 性 知识 是 个 人 具有 有 意识 的 提取 
线索 ,因而 能 直接 陈述 的 知识 . 知识 主要 用 来 回答 世界 是 什么 的 
问题 . 比如 “三 角形 有 三 条 边 和 三 个 角 ”、“ 平 行 四 边 形 的 两 组 对 边 
平行 ”等 等 . 这 类 知识 一 般 通 过 记忆 获得 , 可 以 称 为 记忆 性 知识 或 
语义 知识 ,与 加 涅 分 类 中 的 “言语 信息 ” 相 一 致 . 程序 性 知识 是 个 
人 没有 有 意识 的 提取 线索 ,只 能 借助 某 种 作业 形式 间接 推测 其 存 
在 的 知识 , 它 主要 用 来 解决 怎么 办 的 问题 . 比如 ,学 生 利用 三 角形 
的 概念 去 识别 几何 图 形 中 的 三 角形 ;学 生 按照 异 分 母 分 数 相 加 法 


则 求 出 了 + 二 = ? 等 .程序 性 知识 是 一 套 办 事 的 操作 步骤 ,在 本 
质 上 ,它们 由 概念 和 规则 构成 . 比如 ,学 生 解决 了 + 也 = ?问题 
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的 过 程 ,实质 上 是 运用 通 分 、 求 最 小 公分 母 等 规则 解决 问题 的 过 
程 . 由 于 运用 概念 和 规则 办 事 的 指向 性 不 同 ,使 得 程序 性 知识 表 
现 为 两 类 :一 类 是 为 运用 概念 和 规则 对 外 办 事 的 程序 性 知识 ; 另 
一 类 为 运用 概念 和 规则 对 内 调控 的 程序 性 知识 . 按 加 涅 学 习 分 类 
方法 ,前 一 类 被 称 为 智慧 技能 ,后 一 类 被 称 为 认 知 策略 . 那么 智慧 
技能 和 认 知 策略 的 根本 区 别 一 个 是 加 工 外 在 的 信息 ,一 个 是 来 调 
节 、 控 制 自己 的 加 工 活动 . 

由 此 可 见 , 知 识 概念 有 广义 和 狭义 两 种 ,狭义 的 知识 概念 仅 
指 陈 述 性 知识 ;广义 的 知识 概念 包含 三 类 知识 , 即 陈述 性 知识 、 对 
外 办 事 的 程序 性 知识 和 对 内 调控 的 程序 性 知识 . 

学 校 教育 既 要 传授 知识 ,也 要 形成 技能 . 这 里 所 说 的 “知识 ”， 
实际 是 指 狭义 的 知识 , 即 陈述 性 知识 . 这 里 所 说 的 “技能 ” ,从 广义 
的 知识 观 来 看 ,实际 上 是 个 人 习 得 的 一 套 程 序 性 知识 并 按 这 套 程 
序 去 办 事 的 能 力 ,譬如 数学 的 态度 和 精神 ,数学 思想 方法 . 认 知 技 
能 包含 智慧 技能 和 认 知 策略 两 类 

以 上 所 说 的 广义 知识 、 狭 义 知识 .技能 和 策略 等 概念 间 的 关 
系 , 可 以 用 图 2 -2 -4 广义 的 知识 分 类 表示 : 


陈述 性 知识 (狭义 的 知识 》 汉人 
rom] 认 知 技能 
we | 认 知 策 略 


动作 技能 
图 2-2-4 
2. 广义 知识 学 习 阶 段 


加 涅 和 梅 耶 都 对 学 习 过 程 提出 了 自己 的 解释 ,尽管 所 用 术语 
不 同 ,强调 的 方面 也 不 尽 相 同 , 但 都 意识 到 学 习 的 过 程 始 于 注意 ， 
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由 此 ,新 信息 经 过 短 时 记忆 ,进入 长 时 记忆 并 贮存 下 来 . 在 一 定 条 
件 下 ,长 时 记忆 里 的 信息 被 提取 、 被 应 用 ,这 是 学 习 的 一 般 心理 过 
程 . 结合 课堂 教学 实践 和 有 关 实 验 研究 ,我们 认为 广义 知识 的 学 
习 包 括 习 得 、 巩 固 和 转化 .迁移 和 应 用 三 个 阶段 ,如 图 2 -2 -5 所 


示 的 广义 知识 学 习 阶 段 与 分 类 模型 . 
工 . 新 知识 习 得 阶段 “【[. 知识 的 巩固 和 转化 阶段 “” 焉 . 知识 的 迁移 和 应 用 阶段 
通过 复述 和 精 陈述 性 知识 被 
全 次 选 新 二 加 工 等 命题 网 一 若 提取 ， 回 答 是 
Fe 基 一 区 乱 懒汉 于 建 与 改 组 什么 的 问题 
预 了 知 网 
期 入 觉 入 络 通过 变 式 练 应 用 习 得 的 概念、 
习 ， 命 大 规则 对 外 办 事 
化 为 产后 式 
系统 应 用 习 得 的 概念 、 
规则 对 内 调控 
图 2-2-5 


(1) 新 知识 习 得 阶段 ”广义 知识 的 学 习 始 于 学 习 者 的 注意 和 
预期 . 由 于 对 学 习 目标 的 期 望 ,学 习 者 处 于 一 定 的 激 起 状态 ,与 预 
期 要 获得 的 新 知识 有 关 的 原 有 知识 被 激活 进入 工作 记忆 中 ,随时 
准备 吸收 新 知识 . 在 学 习 目 标的 指导 下 ,学 习 者 有 选择 地 接受 新 
的 信息 ,并 将 它 暂时 贮存 于 短 时 记忆 中 . 新 旧 知 识 相 互 间 产 生 联 
系 ,并 与 处 于 激活 状态 的 原 有 知识 相互 作用 . 最 后 ,新 知识 以 一 定 
的 方式 与 原 有 知识 形成 联系 ,这 就 意味 着 新 知识 已 进入 原 有 的 命 
题 网 络 . 在 学 习 的 第 一 阶段 ,所 有 知识 都 是 陈述 性 的 ,对 程序 性 知 
识 来 说 , 习 得 的 是 它 的 前 身 , 即 程序 性 知识 的 陈述 性 形式 . 比如 : 
“平行 四 边 形 "与 "两 组 对 边 平 行 的 四 边 形 "联系 起 来 ,学 生 不 仅 
认识 了 “平行 四 边 形 ” ,还 能 向 别人 转述 这 一 内 容 , 这 意味 着 对 “ 平 
行 四 边 形 " 的 学 习 仍 处 于 陈述 性 阶段 . 
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(2) 新 知识 的 转化 和 巩固 阶段 ”在 这 一 阶段 ,新 知识 有 两 种 
发 展 方向 ,一 部 分 知识 继续 贮存 于 命题 网 络 中 ,通过 适当 的 复习 ， 
这 部 分 知识 得 到 巩固 ,同时 原 有 命题 网 络 得 到 改组 或 重建 . 另 一 
部 分 知识 经 过 各 种 变 式 练习 ,转化 为 以 产生 式 系 统 表征 和 贮存 的 
程序 性 知识 . 这 两 部 分 知识 以 不 同 的 表征 方式 贮存 于 长 时 记忆 
中 ,以 备 日 后 提取 使 用 ,比如 由 四 边 形 一 平行 四 边 形 一 矩形 、 萎 形 
一 正方 形 的 知识 链 . 

(3) 知 识 的 迁移 和 应 用 阶段 ”在 知识 的 应 用 阶段 ,不 同类 型 
的 知识 被 用 来 解决 不 同 的 问题 . 陈述 性 知识 被 提取 出 来 ,用 来 解 
决 “ 是 什么 "一 类 的 问题 ,如 “椭圆 及 其 标准 方程 是 什么 一 部 分 
程序 性 知识 被 提取 出 来 用 来 对 外 解决 怎么 办 ”的 问题 , 另 一 部 分 
程序 性 知识 被 提取 出 来 ,用 来 对 内 解决 “怎么 办 ”的 问题 . 陈述 性 
知识 的 提取 是 一 个 有 意识 的 依据 线索 的 提取 过 程 ,对 外 办 事 的 程 
序 性 知识 的 提取 往往 是 一 个 快速 .自动 化 的 激活 过 程 . 

上 述 知识 学 习 的 三 个 阶段 是 学 习 者 的 内 部 活动 过 程 , 它 需要 
外 在 教学 手段 的 诱发 . 在 学 习 的 第 一 阶段 ,两 类 知识 尚未 分 化 ,是 
新 材料 习 得 意义 阶段 ,教学 设计 的 关键 是 吸引 学 生 的 注意 ,激活 
学 生 的 原 有 知识 . 在 知识 学 习 的 第 二 阶段 ,陈述 性 知识 要 完成 的 
目的 是 进一步 巩固 新 的 意义 并 使 之 与 原 有 知识 进一步 分 化 . 这 时 
教师 应 指导 学 生 复 习 , 教 给 学 生 有 效 复习 和 记忆 策略 . 而 对 程序 
性 知识 来 说 ,这 一 阶段 要 完成 由 陈述 性 知识 向 办 事 技能 转变 的 任 
务 . 因此 ,教师 应 精心 设计 多 种 变 式 练习 ,促使 学 生 练习 ,并 及 时 
对 经 常 习 得 结果 提供 反馈 和 纠正 . 在 知识 学 习 的 第 三 阶段 ,对 学 
习 者 而 言 ,是 知识 的 迁移 和 运用 ,对 教学 过 程 而 言 ,是 进行 学 习 结 
果 的 测量 和 评价 . 由 于 陈述 性 知识 解决 是 什么 "的 问题 ,程序 性 
知识 解决 “怎么 办 "的 问题 ,教师 应 当 针对 不 同类 型 的 知识 ,采用 
不 同 的 行为 指标 ,设计 不 同 的 问题 情境 ,才能 获得 真实 可 信 的 评 
价 结果 . 
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8$3 ”新 知识 的 认 知 学 习 


知识 学 习 的 第 一 步 是 要 获取 信息 ,而 获取 信息 的 内 部 条 件 是 
学 习 者 有 明确 的 学 习 目 标 ,能 集中 注意 于 学 习 内 容 . 很 难 设想 一 
个 漫不经心 ,注意 力 澳 散 的 学 生 能 有 效 获取 与 当前 学 习 任 务 有 关 
的 信息 . 因此 ,要 弄 清 获 取信 息 的 心理 规律 ,就 要 探讨 注意 、 预 期 
和 选择 性 知觉 . 预期 是 学 习 者 指向 目标 的 活动 状态 ,属于 学 习 动 
机 ,后 面 专门 讨论 动机 问题 . 本 节 主 要 讨论 注意 和 知觉. 

一 、 注 意 

1. 注意 的 定义 和 类 型 

注意 这 一 概念 像 心理 学 中 的 许多 概念 一 样 , 持 不 同 观点 的 心 
理学 家 有 不 同 的 定义 ,如 美国 的 一 本 有 影响 的 心理 学 教科 书 《 心 
理学 导论 》(1983 年 第 8 版 ) 把 注意 定义 为 “导致 局 部 刺激 的 意识 
水 平 提高 的 知觉 集中 ”. 有 两 层 含义 ,其 一 ,注意 指 “ 知 觉 的 集中 ”; 
其 二 ,知觉 集中 的 结果 导致 人 对 局 部 刺激 水 平 的 意识 提高 . 这 也 
意味 着 对 知觉 集中 范围 外 的 刺激 意识 水 平 下 降 或 者 根本 无 意识 . 
也 有 人 把 注意 定义 为 “心理 活动 对 一 定 对 象 的 有 选择 的 集中 "等 . 

在 学 习 的 信息 加 工 过 程 中 ,感觉 登记 器 的 主要 任务 是 将 外 界 
刺激 引起 的 生理 感觉 转化 为 心理 知觉 ,信息 在 此 处 几乎 不 被 得 
选 . 然而 人 的 心智 能 源 有 限 ,不 可 能 对 受到 感觉 登记 的 信息 作 全 
面 反应 ,只 能 选择 其 中 一 部 分 信息 ,由 知觉 对 其 整合 ,组织 ,并 识 
别 出 它 的 意义 . 注意 就 像 一 台 信 息 过 滤器 , 它 让 一 部 分 信息 进入 
意识 层 ,将 许多 信息 阻挡 在 意识 之 外 ,以 便于 人 们 有 足够 精力 对 
重要 信息 进行 加 工 . 譬如 椭圆 定义 的 教学 : 

取 一 条 一 定 长 的 细 绳 ,把 它 的 两 端 国定 在 画板 上 的 F、F, 两 
点 , 见 图 2 -2-6, 当 绳 大 于 1P 本 1 长 度 时 ,铅笔 类 拉 紧 绳子 ,使 笔 
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尖 在 图 板 上 移动 ,可 以 画 出 一 个 椭圆 ,在 
作 图 过 程 中 让 学 生 注意 :()" 定 长 "的 细 
绳 ;@)“ 细 绳 长 "大 于 1 所 到 1;@@" 拉 紧 绳 
子 ”;@@ 笔 点 移动 ;@ 笔 点 在 “图 板 ” 上 ;由 
注意 达到 对 椭圆 定义 的 直观 理解 . 

人 们 在 集中 注意 时 ,会 将 相应 的 感 
觉 器 官 关注 注意 的 对 象 , 以 利于 信息 的 
接收 .有 经 验 的 教师 往往 能 根据 外 在 状 图 2-2-6 
态 判断 学 生 是 否 集中 注意 听课 . 注意 的 反面 是 分 心 ,分 心 不 是 无 
注意 ,而 是 知觉 没有 指向 与 当前 任务 有 关 的 内 容 . 如 老师 在 讲课 ， 
学 生 在 偷 看 小 说 . 对 教学 任务 而 言 ,学 生 的 行为 是 分 心 ,对 看 小 说 
来 说 ,学 生 是 注意 力 高 度 集中 的 . 

注意 有 两 类 ,一 类 叫 无 意 注意 ,是 没 预定 的 目的 .不 需要 作 意 
志 努 力 就 能 达到 的 注意 . 比如 ,学 生 正 专心 听课 ,一 个 偶发 事件 引 
起 学 生 的 注意 :学 生 对 偶发 事件 是 不 由 自主 产生 的 . 另 一 类 叫 有 
意 注 意 , 是 预先 有 一 定 的 目的 ,并 需要 一 定 意 志 努 力 才能 达到 的 
注意 . 由 于 “有 意 注意 ”和 “无 意 注意 ”在 研究 中 难以 严格 划分 ,为 
了 避免 混淆 ,西方 学 者 提出 了 偶然 学 习 和 有 意 学 习 两 个 概念 . 

偶然 学 习 ( incidental leaming) 指 在 规定 学 习 任 务 之 外 的 信息 
的 获得 . 有 意 学 习 ( intentional learning) 指 与 规定 任务 有 关 的 信息 
的 获得 . 例如 : 某 一 位 老师 在 讲解 一 个 难题 时 ,在 黑板 上 ,一 边 分 
析 和 讲解 ,一 边 板书 ,最 后 学 生 弄 通 了 这 个 题 . 但 学 生还 记 住 了 这 
道 难题 之 外 老师 的 一 些 特点 ,如 老师 衣着 整齐 ,板书 工整 、 清 晰 、 
漂亮 ,语言 表达 简洁 明了 ,成 了 学 生 模 仿 的 模范 , 便 出 现 了 偶然 
学 习 . 

2. 注意 的 基本 特征 

注意 有 三 个 基本 特征 , 即 注意 的 广度 .注意 的 稳定 性 和 注意 
的 分 配 . 
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(1) 注 意 的 广度 ”也 叫 注意 的 范围 , 指 一 个 人 在 同一 时 间 内 
能 清楚 把 握 的 客体 的 数量 . 研究 表明 ,在 0.1 秒 内 ,成 年 人 一 般 能 
认 清 8 ~9 个 黑色 圆 点 ,注意 到 4 ~6 个 没有 联系 的 外 文字 母 ,3 ~4 
个 几何 图 形 ,能 看 清 3 ~4 个 没有 联系 的 汉字 . 对 内 容 有 联系 已 组 
成 词 或 句子 的 文字 ,一 般 可 看 到 5 ~6 个 . 注意 广度 可 以 随 人 的 学 
习 经 验 的 丰富 而 扩大 . 初学 者 ,注意 范围 小 ,速度 慢 , 熟 练 后 ,注意 
广度 增加 ,速度 加 快 . 

(2) 注 意 的 稳定 性 ”注意 的 稳定 性 的 狭义 含义 是 指 注意 维持 
在 同一 对 象 上 的 时 间 . 其 广义 的 含义 是 随 着 活动 内 容 的 变化 , 知 
党 指向 相应 内 容 上 的 时 间 . 比如 对 方程 或 不 等 式 x* -x*-2 = 0， 
x -x-2<0,x -x-2>0 的 教学 ,学 生 注 意 到 :“ 等 式 的 解 ”是 
“y = x* -x -2” 的 图 像 与 x 轴 的 交点 ; -x -~2>0 的 解 "是 
“y = x? -x 2" 图像 在 x 轴 上 方 图 形 对 应 的 x 值 ;“x* -x-2<0 
的 解 " 是 “y = x* -x -2” 在 x 轴 下 方 图 像 对 应 的 x 值 ,注意 到 “ 数 
与 形 " 关 系 , 并 将 这 种 注意 运用 到 其 他 问题 上 . 

(3) 注 意 的 分 配 是 指 在 同一 时 间 内 将 注意 力 分 配给 两 种 或 
两 种 以 上 的 活动 ,如 学 生 一 边 听 课 , 一 边 做 笔记 . 注意 分 配 的 重要 
条 件 是 同时 进行 着 的 活动 中 ,有 些 活动 应 相当 熟悉 或 达到 自动 
化 . 许多 熟练 动作 可 以 不 必用 意识 控制 ,能 自动 进行 ,使 注意 分 配 
能 力 大 为 提高 . 如 大 学 生 的 书写 达到 自动 化 程序 ,所 以 边 听 课 , 边 
记 笔 记 . 

3. 影响 学 生 注 意 的 因素 

无 意 注 意 和 有 意 注意 的 性 质 不 同 ,影响 它们 的 因素 也 不 同 . 
一 般 而 言 , 前 者 更 易 受 刺激 物 外 在 特征 的 影响 ,后 者 更 多 受 学 习 
者 自身 特征 的 影响 . 应 当 指 出 :我们 了 解 这 些 影响 元 素 注意 的 因 
素 , 是 为 了 使 其 成 为 有 利于 学 习 的 因素 . 

(1) 影 响 无 意 注意 的 因素 ”学生 的 无 意 注意 受 刺激 物 的 物理 
特征 、 情 绪 特 征 、 差 异 特征 、 指 令 性 特征 四 个 因素 的 影响 . 
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1) 刺激 物 的 物理 特征 ”刺激 物 强度 大 小 .颜色 .音量 的 变化 
是 能 引起 注意 的 物理 特征 . 教师 讲课 时 提高 或 降低 声音 ,教科 书 
或 板书 字体 颜色 的 变化 可 以 唤起 学 生 的 注意 . 

2) 刺 激 物 的 情绪 特征 、 有 些 刺激 物 的 强度 并 不 强 , 但 能 唤起 
人 们 的 情绪 反应 或 使 人 兴奋 ,或 使 人 紧张 丽 惧 . 

3) 刺激 的 差异 特征 ” 某 些 刺激 偏离 它们 的 周围 环境 或 偏离 
人 的 预期 效果 ,使 人 产生 新 颖 感 , 复 杂 感 ,惊奇 感 或 独特 感 ,由 此 
唤起 人 们 的 注意 . 

教材 内 容 和 题材 的 变化 可 以 使 学 生 有 新 颖 感 . 有 些 内 容 如 经 
过 大 量 重复 ,学 生 可 能 产生 厌烦 感 . 这 时 可 以 改变 教学 方法 ,以 提 
高 学 生 的 新 颖 感 . 增加 复杂 性 也 可 以 引起 学 生 的 注意 . 有 时 模糊 
的 问题 ,也 可 以 引起 学 生 的 注意 ,如 : 


z>0 时 ,y = x+ 二 的 最 小 值 是 2; 
x<0 时 ,y = x+ 二 的 最 小 值 是 2, 正 确 吗 ? 


xz>2 时 ,y = x+ 二 的 最 小 值 是 2, 正 确 吗 ? 引起 学 生 讨论 


总 之 ,教师 适当 运用 刺激 的 这 些 特征 ,可 以 唤起 学 生 的 注意 . 

4) 刺激 的 指令 性 特征 ”有 些 文字 、 话 语 因 具有 指令 性 ,即使 
刺激 的 物理 强度 不 强 ,也 很 能 吸引 人 的 注意 . 教师 常用 “请 仔细 
昕 ”“ 这 一 点 很 重要 ”"、“ 请 注意 看 这 边 ”"、“ 做 到 这 里 一 定 要 当 
心 " “这 里 给 我 们 的 启示 是 什么 "等 指令 性 请 言 来 控制 和 引导 学 
生 的 注意 ， 

当然 ,无 意 注意 有 时 也 受 学 习 者 的 预期 \ 原 有 知识 经 验 、 需 要 
和 兴趣 等 内 部 特征 的 影响 . 

(2) 影 响 有 意 注意 的 因素 ”学习 者 对 学 习 活 动 的 间接 兴趣 、 
智力 活动 的 积极 性 以 及 生理 和 情绪 状态 是 影响 有 意 注意 的 三 个 
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重要 因素 . 

1) 间 接 兴趣 ”兴趣 是 个 体积 极 探究 某 些 事物 或 进行 某 些 活 
动 的 倾向 , 著名 心理 学 家 鲍 尔 和 希 尔 加 德 ( G. H. Bower & E. R. 
Hilgard) 在 《学习 论 一 一 学 习 活 动 的 规律 探索 ) 指 出 :“ 兴 趣 是 一 个 
含有 许多 因素 的 非 分 析 的 术语 ,但 通常 它 是 指 材料 的 强化 性 质 
(例如 卡通 片 和 连环 画 小 册子 对 儿童 起 奖励 作用 ) ;或 是 指 学 生 认 
识 到 学 习 教材 对 于 达到 不 同 于 考试 分 数 的 ,或 某 种 可 清楚 认识 到 
的 目标 来 说 ,有 其 明确 的 工具 性 价值 . “他们 所 说 的 兴趣 的 第 一 层 
含义 是 我 们 平时 所 说 的 直接 兴趣 . 他 们 所 说 的 兴趣 的 第 二 层 含 
义 , 也 就 是 我 们 平时 所 说 的 间接 兴趣 . 

如 果 说 ,无 意 注意 主要 依赖 于 人 的 直接 兴趣 ,那么 ,有 意 注意 
主要 依赖 于 人 的 间接 兴趣 . 教师 要 培养 与 引导 学 生 的 有 意 注意 ， 
关键 是 培养 学 生 的 间接 兴趣 . 而 间接 兴趣 是 不 可 能 通过 简单 说 教 
就 能 培养 起 来 的 . 例如 ,学 好 数学 ,在 解决 生活 和 工农 业 生 产 中 的 
实际 问题 中 的 作用 ,使 学 生 看 到 数学 的 价值 . 从 而 达到 有 意 注意 
的 培养 . 

2) 智 力 活动 的 积极 性 ”学习 者 智力 活动 的 积极 性 越 高 , 越 能 
保持 有 意 注意 . 例如 , 有些 家 境 贫困 的 学 生 , 学 习 条 件 极 差 ,但 由 
于 学 习 动 机 强烈 ,总 是 能 排除 各 种 干扰 ,潜心 攻读 . 

3) 生 理 和 情绪 状态 ”学习 者 的 心理 和 情绪 状态 不 佳 也 会 干 
扰 注 意 力 的 集中 . 疾病 、 睡 眠 不 足 \ 生 活 中 的 负 性 事件 导致 的 情绪 
低落 .萎靡 不 振 ,都 会 使 学 习 者 无 法 专注 于 学 习 . 因此 ,保持 良好 
的 身心 状态 也 是 学 习 者 不 可 忽视 的 方面 . 关于 “注意 ”规律 的 具体 
应 用 ,在 课堂 教学 中 教师 的 “ 引 趣 提问 "、“ 设 置 教学 情境 ”等 都 是 
为 了 激发 学 生 兴趣 ,引导 注意 力 的 集中 . 对 于 学 习 者 本 人 ,既然 知 
道 注意 力 集 中 是 学 好 数学 的 前 提 , 就 必须 不 断 明确 学 习 目 的 , 排 
除 环境 干扰 ,强制 自己 集中 注意 力 . 学 习 活 动 的 目的 ,任务 明确 ， 
会 产生 稳定 的 间接 兴趣 , 即 一 个 人 对 某 种 事物 可 能 导致 的 预想 结 
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果 的 兴趣 . 有 的 学 生 本 来 对 数学 课 无 多 大 兴趣 ,但 当 他 认识 到 数 
学 是 学 习 自 然 科 学 和 社会 科学 的 基础 ,对 今后 所 学 的 专业 有 十 分 
重要 的 意义 时 ,就 会 帮助 他 们 加 大 对 数学 学 习 的 注意 ,并 积极 努 
力 地 去 学 习 . 


二 、 选 择 性 知觉 


1. 知觉 的 定义 和 类 型 

知觉 是 将 感觉 器 官 获得 的 信息 转化 为 有 组 织 和 有 意义 的 整 
体 的 过 程 . 知觉 不 是 简单 地 将 感官 接收 的 信息 拼接 相 加 ,而 是 依 
据 已 有 的 经 验 对 输入 的 刺激 加 以 识别 和 理解 

著名 知觉 心理 学 家 吉布森 (丁丁 Gibson ) 认 为 ,对 人 类 生活 和 
学 习 起 重大 作用 的 是 五 大 知觉 系统 :基本 定向 系统 、 听 觉 系统 、 触 
觉 系统 、 味 一 嗅觉 系统 和 视觉 系统 . 它们 分 别 从 体内 外 环境 中 获 
取 不 同 的 信息 ,产生 不 同 的 知觉 . 对 于 数学 学 习 ,其 中 视听 觉 系统 
摄取 的 信息 量 最 大 ,也 最 为 重要 . 获取 知识 时 ,学 生 应 尽 可 能 发 挥 
多 种 知觉 系统 的 作用 ,多 方面 收集 信息 . 收集 的 信息 越 多 , 越 可 能 
真实 全 面 地 把 握 知识 . 因此 ,教学 过 程 中 ,老师 应 尽 可 能 多 地 创设 
情境 ,让 学 生 去 看 ,去 听 , 去 说 ,去 做 ,由 此 让 学 生 去 感受 和 领悟 

2. 知觉 的 基本 特征 

(1) 知 觉 的 组 织 性 ”知觉 的 组 织 性 指 人 
脑 将 输入 的 刺激 组 成 有 意义 的 整体 . 知觉 组 
织 的 最 重要 的 规律 是 区 分 图 形 与 背景 . 图 形 
是 高 度 有 结构 的 ,被 人 认 作 注 意 对 象 的 知觉 
领域 部 分 . 与 图 形 相对 照 , 背 景 总 是 模糊 的 ， 
细节 未 分 化 的 . 观察 可 以 清晰 地 演示 图 形 与 。 @@) 
背景 的 区 分 . 例如 ,图 2 -2 -7 的 两 可 图 (又 称 
两 关 图 ) ,我 们 可 以 把 它 看 成 白色 背景 上 的 高 脚 杯 ,也 可 以 看 成 被 
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黑色 背景 分 开 的 两 个 人 头 部 侧面 像 . 又 如 xocosa x + yocosa = a. 
既 可 看 作 (xo ,ye ) 是 方程 :xcossa + ycosa = a 的 点 . 又 可 看 作 : 
cosa 是 zxo2 +yot = a 的 根 . 这 反映 我 们 对 同一 视觉 对 象 可 以 进行 
不 同 组 织 . 只 有 被 作为 知觉 对 象 的 客体 , 才 是 学 习 的 对 象 , 才 可 能 
在 记忆 中 保持 . 同时 ,也 有 利于 问题 的 解决 . 

(2) 知 觉 的 整体 性 ”知觉 的 整体 性 指 在 知觉 过 程 中 ,部 分 会 
丧失 它们 以 前 的 特征 ,呈现 出 由 整个 模式 决定 的 新 特征 . 

知觉 的 整体 性 在 现代 认 知 心理 学 理论 中 被 称 为 自 上 而 下 的 
加 工 方 式 , 即 在 识别 特殊 部 分 之 前 ,对 完整 模式 的 各 个 方面 已 有 
了 某 种 意义 的 假设 ,这 种 假设 限制 对 局 部 信息 的 解释 . 如 a? - 
c = 久 是 椭圆 里 cb、c 的 关系 . e -ao = 及 是 双 曲 线 里 cbec 的 
关系 . 

(3) 知 觉 的 恒 常 性 ”当知 觉 的 条 件 在 一 定 范围 内 发 生 改 变 
时 ,知觉 结果 依然 保持 不 变 , 这 就 是 知觉 的 恒 常 性 . 在 各 种 知觉 
中 ,视觉 的 恒 常 性 表现 得 最 为 突出 ,主要 有 颜色 明度 恒 常 .形状 大 
小 恒 常 等 . 例如 :一 只 碗 、 一 扇 门 ,从 一 种 角度 看 , 碗 总 被 看 成 圆 
的 , 门 总 被 看 成 是 长 方形 的 ,而 实际 在 我 们 的 眼中 呈现 的 图 形 形 
状 并 不 都 是 圆 形 和 长 方形 的 ,这 是 形状 恒 常 的 例子 . 类 似 这 样 恒 
常 性 的 例子 还 很 多 . 

知觉 恒 常 性 具有 重要 的 适应 意义 . 如 果 人 类 缺乏 知觉 恒 常 性 ， 
在 知觉 条 件 (观察 的 角度 、 明 暗 条 件 、 观 察 距 离 ) 稍 有 变化 的 情况 下 ， 
若 维 持 知 觉 结果 不 变 ,就 得 重新 学 习 . 这 将 使 人 的 日 常生 活 变 得 非 
常 疲劳 和 难以 应 付 , 也 难 有 余力 去 从 事 更 高 级 的 创造 性 活动 . 

3. 促进 知觉 学 习 的 技术 

知觉 学 习作 为 智慧 技能 的 最 低 一 级 能 力 ,在 日 常生 活 和 课堂 
学 习 情 景 中 是 随处 可 见 的 . 如 分 辨 形状 和 大 小 、 确 定 方位 和 距离 、 
估 测 时 间 和 温度 等 等 . 美国 心理 学 家 吉布森 (EE.J. Gibson ) 给 知觉 
学 习 下 了 定义 :在 环境 提供 的 一 连 串 刺激 的 作用 下 ,机体 由 于 练 


202 


习 的 结果 而 出 现 的 从 其 环境 中 获得 信息 能 力 的 提高 . 
(1) 扩 大 有 关 特 征 ”研究 表明 , 当 学 生 遇 到 难以 辨别 的 细微 
特征 时 ,扩大 需要 辨别 的 特征 ,可 以 促进 辨别 学 习 . 


如 x>0 时 ,y = x+ 二 的 最 小 值 是 2; 


xz>2,y = x+ 二 的 最 小 值 是 3 ,主要 是 函数 的 取 值 范围 ,使 


具有 的 特征 (指定 区 间 ) 的 变化 ,使 学 生 有 所 知觉 . 
(2) 对 比 辨 别 学 习 可 分 为 简单 辨别 学 习 和 多 重 辨别 学 习 多 


重 辨别 指 同时 辨别 多 个 刺激 物 或 多 个 刺激 特征 . 如 在 椭圆 ( 所 + 
找 =1) 中 ,avbve 的 关系 有 中 = of -人 ;在 双 易 线 (与 -后 = 1) 
中 ,ac 的 关系 有 b= c* -a ,注意 辨别 a.b、c 关系 特征 . 另外 
从 RtAOF,B, 和 Rt 人 AO04,B, 去 对 比 ,去 认识 a、b.c 关系 特征 . 

(3) 强 化 或 反馈 这 里 所 说 的 强化 或 反馈 指 当 学 生 识别 了 有 
关 特 征 时 ,教师 给 予 肯定 ,如 识别 错误 , 则 给 予 否定 并 加 以 纠正 . 
这 会 起 到 两 种 作用 :第 一 ,起 激发 动机 的 作用 . 学 生 的 学 习 受 到 教 
师 肯定 时 ,会 产生 愉快 的 体验 ,这 种 愉快 感 反 过 来 又 可 推动 学 习 
的 进行 . 第 二 ,起 到 提供 信息 的 作用 . 教师 的 反馈 可 以 使 学 生 知道 
自己 的 知觉 是 否 正 确 . 

斯 金 纳 更 重视 强化 的 作用 ,对 于 刺激 (s) 与 反应 (R) 的 关系 用 
一 个 函数 式 表 示 :R = f(s) 认 为 反应 是 刺激 的 函数 . 要 了 解 反 应 
只 看 刺激 就 行 . 因此 要 特别 重视 对 刺激 的 强化 . 斯 金 纳 说 :“ 如 果 
一 个 操作 发 生 后 ,接着 给 予 一 个 强化 刺激 ,那么 其 强度 就 增加 .” 
他 还 认为 使 条 件 的 速率 增加 ,练习 是 固然 重要 的 ,但 关键 的 变量 
是 强化 . 

他 还 按 合乎 要 求 的 反应 次 数 以 及 各 次 强化 之 间 的 时 距 的 适 
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当 组 合 做 出 强化 安排 . 他 提出 连续 强化 和 间断 强化 两 大 类 . 连续 
强化 容易 消退 ,间断 强化 则 消退 较 难 . 就 间断 强化 ,又 分 为 固定 强 
化 和 变化 时 间 的 强化 . 笔者 认为 :对 于 数学 概念 来 说 ,应 可 分 为 过 
程 强化 、 结 论 强化 和 练习 强化 . 如 椭圆 的 概念 :QD 引入 时 ,展示 “ 椭 
圆 "图 形 , 从 视觉 给 予 强化 ;@ 椭 圆 定义 的 强化 ,“ 在 平面 内 ,到 两 
个 定点 Ff, 距离 之 和 等 于 定 长 24a(a >0)”,1FF,|l<24a = 
IM FIT+IM Fl 时 ,出 示 | FiFl =2a = IM 1+1M FI 时 图 
形 怎样 ? 在 “到 FF, 两 定点 距离 之 差 为 2a”, 即 IM F| -1M FF,! 
= 2 a 的 图 形 怎 样 ? 在 “空间 ”到 “两 定点 FF 距离 之 和 ”等 于 定 
长 的 图 形 怎样 等 ;@ 强 化 o - c = (a 为 半 长 轴 的 长 ,b 为 短 半 
轴 之 长 ,c 为 半 焦 距 之 长 ) ;@ 概 念 后 的 练习 强化 . 强化 的 手段 可 采 
用 奖励 的 方式 . 

值得 一 提 的 是 :斯 金 纳 把 操作 强化 原理 应 用 于 教学 中 , 并 根 
据 他 的 行为 主义 理论 创设 了 “程序 教学 " ( programing instruction 简 
称 PI). 因此 我 们 在 数学 教学 中 ,作为 提高 教学 效果 强化 的 手段 ， 
是 值得 一 试 的 . 

促进 知觉 的 学 习 技 术 远 不 止 上 述 几 条 ,而 且 , 在 具体 的 教学 
中 ,这 些 技术 也 不 是 孤立 应 用 的 . 教师 应 根据 任务 的 特点 ,综合 运 
用 各 种 技术 . 由 于 注意 的 结果 是 导致 知觉 的 集中 ,因此 凡是 能 吸 
引 学 生 注意 的 技术 都 能 引进 知觉 学 习 . 教师 在 促进 学 生 知 觉 学 习 
时 应 考虑 前 面 讨 论 影响 注意 的 诸 因 素 . 


三 、 新 旧 知 识 的 相互 作用 :同化 理论 


1. 新 旧 知 识 的 联系 

学 习 的 信息 加 工 过 程 显示 ,新 知识 在 记忆 系统 编码 贮存 和 
提取 的 过 程 ,是 与 旧 知 识 相互 作 用 的 过 程 . 奥 苏 伯 尔 对 此 进行 了 
卓有成效 的 研究 ,提出 了 知识 学 习 的 同化 理论 . 他 认为 ,学 习 的 实 
质 是 新 知识 与 学 习 者 认 知 结构 中 已 有 的 适当 观念 建立 非 人 为 的 
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和 实质 性 的 联系 . 所 谓 实 质 性 联系 , 指 新 知识 与 学 习 者 原 有 知识 
网 络 中 的 符号 表象 .概念 、 命 题 建立 联系 ,建立 合理 的 或 合乎 逻 
辑 的 联系 . 比如 “平行 四 边 形 "与 "四边形 "是 特殊 和 一 般 关 系 ， 
在 逻辑 关系 上 是 “ 属 概念 "和 “类 概念 "的 关系 . 再 如 gas( 煤 气 ) 的 
谐音 为 “该 死 " 便 于 记忆 ,这 些 联系 则 是 人 为 的 . 这 种 联系 方式 也 
是 因 人 而 异 的 . 

2. 同化 、 顺 应 与 适应 

关于 适应 , 皮 亚 杰 认 为 ,智慧 就 是 适应 . 而 适应 则 依赖 于 有 机 
体 的 同化 和 顺应 两 种 功能 的 协调 ,与 环境 取得 平衡 . 心理 学 认为 : 
每 一 个 认识 活动 都 含有 一 定 的 认 知 结构 :图 式 、 同 化 \ 顺 应 平衡. 

(1) 图 式 即 格局 、 基 模 、 架 构 ” 指 主体 动作 的 认 知 结构 ,是 人 
类 认识 事物 的 基本 模式 ,此 模式 是 由 个 体 在 遗传 的 基础 上 学 得 各 
种 经 验 的 整合 ,所 构成 的 一 个 与 外 界 相对 应 的 抽象 的 认 知 架构 ， 
贮存 在 记忆 中 . 当 个 体 遇 到 外 界 刺激 时 ,就 使 用 这 一 架 框 去 核对 、 
分 析 . 了 解 . 认 识 情境 . 皮 亚 杰 以 婴儿 的 图 式 为 根据 ,划分 出 感知 
运动 图 式 、 象 征 (语言 ) 图 式 、 具 体 运算 图 式 和 形式 运算 图 式 . 

(2) 同 化 ” 指 主 体 将 外 界 刺激 有 效 地 整合 于 已 有 图 式 之 中 ， 
也 就 是 说 同化 是 个 体 以 其 既 有 的 图 式 认 知 结构 为 基础 去 吸收 新 
经 验 的 历程 ,如 "平行 四 边 形 " 和" 矩形" “菱形 ”. 同化 和 顺应 相 
互 配 合 ,形成 对 环境 的 适应 . 同化 有 三 种 形式 :其 一 再 生性 同化 ， 
指 基于 学 生 对 出 现 的 某 一 刺激 作 相同 的 重复 反应 . 如 数学 教师 上 
课 进 教 室 就 意味 上 数学 课 , 其 二 再 认 性 同化 , 指 基 于 学 生 在 辨别 
事物 之 间 的 差异 并 借以 作出 不 同 反 应 的 能 力 . 它 是 在 再 生性 同化 
基础 上 出 现 的 ,有 助 于 向 更 复杂 的 同化 形式 发 展 . 其 三 概括 性 同 
化 , 指 基 于 学 生 知觉 物体 之 间 的 相似 性 并 把 它们 归于 不 同类 别 概 
括 的 能 力 . 

(3) 顺 应 “ 指 主体 改造 已 有 的 图 式 以 适应 新 环境 . 同化 、 顺 应 
一 起 构成 智力 发 展 的 两 个 机 制 , 同 化 是 将 一 定 的 刺激 ,纳入 主体 
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已 有 的 图 式 . 当主 体 遇 到 不 能 以 原先 的 图 式 来 同化 新 的 刺激 情境 
时 , 便 对 它 加 以 重 构 , 以 适应 变化 的 环境 ,这 一 顺应 一 旦 完成 ,不 
仅 增加 主体 的 同化 力 , 也 使 认 知 达到 新 的 水 平 . 

(4) 平 衡 ” 指 由 同化 和 顺应 所 导致 的 主体 结构 和 客体 结构 之 
间 某 种 相对 稳定 的 适应 状态 . 同化 与 顺应 出 现 的 相对 量 ,对 于 主体 
的 适应 的 重要 性 是 同样 的 . 同化 和 顺应 ,对 主体 的 适应 是 必须 的 . 

在 同化 理论 下 ,知识 的 构建 和 组 织 是 遵循 以 下 两 条 原则 的 : 

第 一 ,渐进 分 化 的 原则 . 知识 在 头脑 中 组 成 一 个 有 层次 的 结 
构 , 最 具 概 括 性 或 包 摄 性 的 观念 处 于 这 个 层次 结构 的 顶点 , 它 下 
面 是 包 摄 范围 较 小 和 越 来 越 分 化 的 命题 概念 和 具体 知识 . 学 习 
者 在 接触 一 陌生 的 知识 领域 时 ,从 已 知 的 较 一 般 的 整体 中 分 化 细 
节 , 要 比 从 已 知 的 细节 中 概括 整体 容易 一 些 . 下 位 学 习 是 由 一 般 
到 个 别 、 抽 象 到 具体 的 认 知 过 程 , 它 导 致 认 知 结构 不 断 分 化 和 精 
细 化 . 上 位 学 习 是 由 个 别 到 一 般 、 具 体 到 抽象 的 认 知 过 程 , 它 导致 
具体 知识 统合 在 一 个 更 概括 的 观念 下 ,为 新 的 具体 知识 的 学 习 提 
供 上 位 观念 . 学 前 儿童 主要 是 通过 由 具体 到 一 般 的 方式 获得 知 
识 , 而 当 他 们 入 学 后 ,获取 知识 的 方式 逐渐 成 为 由 一 般 到 具体 . 因 
此 ,教材 内 容 的 编排 和 呈现 应 遵循 由 整体 到 细节 顺序 . 

第 二 ,综合 贯通 的 原则 . 从 一 般 到 个 别 , 渐 进 分 化 是 知识 在 纵 
向 上 的 构建 方式 ,知识 的 组 织 还 应 注重 横向 上 的 融会 贯通 . 比如 ， 
将 学 过 的 知识 和 当前 的 学 习 材 料 进行 比较 和 分 析 , 发 现 彼此 间 的 
共同 点 和 不 同 点 ,加 深 对 新 材料 意义 的 理解 . 横向 的 比较 和 联系 
既 可 以 在 相似 的 材料 间 进 行 ,也 可 以 在 观点 对 立 的 材料 间 进 行 . 
并 列 结合 学 习 是 促使 知识 综合 贯通 的 典型 方式 . 

3. 奥 苏 伯 尔 的 “同化 论 ” 

学 习 者 在 学 习 一 段 语言 或 文字 符号 的 材料 后 ,在 他 头脑 中 留 
下 的 是 这 段 材 料 表达 的 意义 ,而 不 是 语言 或 文字 符号 本 身 . 这 一 
点 不 仅 符合 人 们 的 日 常 经 验 ,而 且 得 到 了 大 量 实验 证 据 的 支持 . 
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至 于 习 得 的 意义 到 底 以 何 种 方式 在 脑 中 记载 和 贮存 ,心理 学 家 提 
出 了 多 种 不 同 的 看 法 . 

奥 苏 伯 尔 认为 ,新 习 得 的 意义 必须 在 学 习 者 认 知 结构 中 找到 
相应 固着 点 ,新 的 意义 才能 进入 到 学 生 头 脑 中 . 由 于 新 的 意义 与 
学 生 头脑 中 的 原 有 固着 点 所 形成 的 实质 性 联系 的 性 质 不 同 ,新 旧 
知识 构成 类 属 的 、 总 括 的 ,并列 结合 等 多 种 不 同 的 关系 . 新 旧 知 识 
通过 反复 同化 ,最 后 形成 一 个 从 上 到 下 或 由 一 般 到 个 别 逐 渐 分 
化 ,由 这 一 部 分 到 那 一 部 分 综合 贯通 的 网 络 结构 . 奥 苏 伯 尔 称 之 
为 认 知 结构 ,如 图 2 -2 -8 的 层次 网 络 模 型 图 . 笔者 认为 :同化 ， 
就 是 把 新 知识 与 已 有 的 知识 发 生 联 系 后 ,将 新 知识 接纳 、 消 化 . 


元 ? 
2 生丝 后 能 呼吸 凤 。 
te 金 丝 党 有 锡 吗 ? 


六 黄 颜 色 a < 
图 2-2-8 


〈 采 自 Collins & Quillian ,1969 ) 


现代 信息 加 工 心理 学 家 认为 ,知识 分 两 大 类 ,不 同类 型 的 知 
识 表征 方式 不 同 . 陈述 性 知识 主要 以 命题 网 络 的 形式 表征 ,而 同 
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化 与 顺应 是 有 层次 地 交互 进行 ,深化 发 展 的 . 例如 , 当 学 生 人 掌握 了 
实数 的 绝对 值 的 概念 以 后 ,就 形成 一 个 图 式 : 
[ah f (x=0) 

-x (x<0) 
当 遇 到 化 简 1m1 时 ,形式 上 看 只 需 将 m 看 成 图 式 中 的 x 就 可 得 出 
结果 . 当 遇 到 化 简 | -ml 时 ,形式 上 看 只 需 将 -m 看 成 x 也 就 可 得 
出 结果 . 当 遇 到 化 简 | - 19991 时 ,形式 上 看 只 需 将 - 1999 看 成 x 
就 可 得 出 结果 . 当 遇 到 化 简 1x -~ al 时 ,从 形式 上 看 ,1x1 与 1x -al 
有 共同 之 处 ,其 差异 只 是 绝对 值 符号 内 zx 与 x -a 的 差异 ,那么 ,把 
x a 整体 看 成 x, 可 得 : 

je 人 (xz 三 Q) 

a-x (x<a) 
这 基本 上 表现 为 同化 的 过 程 . 其 实 这 个 同化 的 过 程 中 也 包含 克服 
一 定 的 差异 从 而 也 有 顺应 的 成 分 . 


而 当 研 究 V* 算术 根 时 ,学 生 就 遇 到 了 一 个 形式 上 全 新 的 情 
况 . 一 般 来 说 ,认识 全 新 的 情况 要 重新 建立 图 式 . 


从 函数 的 观点 来 看 ,1x1 与 Vx 实质 是 同一 个 函数 ,所 以 : 
5 Y (YE0) 
As Re (x<0) 
这 个 同化 过 程 是 发 现 本 质 上 的 联系 后 而 被 同化 的 . 学 生 学 习 数 学 
时 ,能 够 发 现 这 个 本 质 联 系 实现 同化 是 非常 重要 的 . 这 个 同化 应 
是 包含 着 较 多 顺应 成 分 的 同化 过 程 . 

对 于 复数 z, 其 中 z = a+ 贞 ,a,b 是 实数 . 这 时 计算 1z1 就 不 能 
简单 化 地 套用 实数 x 的 绝对 值 公式 ,而 必须 改造 实数 绝对 值 公式 
使 其 顺应 新 的 情况 , 即 得 到 复数 2 = a + bi 的 模 的 公式 : 

lzl = Vai+b: 
这 个 公式 中 , 当 b = 0 时 ,就 是 实数 绝对 值 的 公式 . 从 实数 的 绝对 
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值 到 复数 模 的 图 式 的 认 知 ,就 表现 出 以 顺应 为 主要 特点 的 认 知 过 
程 . 在 数学 认 知 的 建构 过 程 中 ,同化 和 顺应 相辅相成 ,不 断 出 现 ， 
成 为 了 消除 差异 的 “目标 一 手段 ”分析 过 程 . 


§4 知识 的 记忆 


数学 知识 的 学 习 , 在 经 历 了 注意 和 同化 等 阶段 之 后 , 紧 接着 
的 是 对 于 知识 在 头脑 中 的 记载 和 贮存 . 关于 记载 和 贮存 ,心理 学 
家 有 许多 不 同 的 “知识 的 记忆 ”的 观点 . 

一 、 知 识 的 记忆 

1. 两 种 记忆 论 

认 知 心理 学 家 把 记忆 视 作 信息 、 编 码 、 贮 存 和 检查 的 过 程 . 对 
于 记忆 历程 的 一 种 假设 性 解释 ,认为 感官 接受 外 在 信息 后 ,先后 
经 过 两 个 阶段 才能 加 工 完毕 ,得 以 保持 和 使 用 . 即 心理 学 中 的 “两 
种 记忆 论 ”. 两 种 记忆 论说 法 颇 多 . 

从 记忆 时 间 长 短 分 类 :詹姆斯 的 短 时 记忆 和 长 时 记忆 ,首先 
以 框图 (图 2 -2 -9) 的 形式 表示 两 种 记忆 系统 模型 ,以 此 来 表示 
心理 活动 的 结构 和 信息 流程 . 


图 2-2-9 
(1)20 世纪 60 年 代 以 来 ,又 发 现 不 同 于 长 时 记忆 的 两 类 记 
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忆 . @ 短 时 记忆 其 容量 为 7+2 组 块 (或 记忆 组 块 ) ,这 种 记忆 时 间 
不 超过 一 分 钟 ,多 为 语言 听觉 编码 , 且 极 易 受 到 干扰 . @ 感 党 记忆 
又 称 朋 时 记忆 ,其 保持 时 间 约 一 秒 钟 ,但 有 相当 大 的 容量 ,信息 是 
完全 依照 刺激 的 物理 特性 来 编码 的 . 

记忆 结构 、 模 型 的 核心 承认 长 时 记忆 外 还 存在 短 时 记忆 ,但 
美国 彼 德 森 夫 妇 实 验证 实 记忆 还 是 分 为 长 时 记忆 和 短 时 记忆 . 阿 
特 金森 和 希 夫 林 则 由 感觉 记忆 、 短 时 记忆 ,长 时 记忆 三 个 存 贮 系 
统 ,提出 了 多 存 贮 模型 . 

从 图 2 -2 -1 中 可 看 出 :外 界 信息 首先 进入 感觉 记忆 ,如 视 
觉 登 记 4 的 图 像 ,这 种 形式 保持 约 一 秒 钟 ,然后 很 快 消失 . 但 其 中 
受到 注意 的 那 一 部 分 信息 可 能 得 到 识别 进入 短 时 记忆 . 短 时 记忆 
也 称 工 作 记 忆 是 一 个 加 工 器 , 它 接 受 来 自 感觉 记忆 的 信息 ,并 从 
长 时 记忆 中 提取 信息 进行 有 意识 的 加 工 . 复述 短 时 记忆 的 重要 保 
持 机 制 , 它 能 使 短 时 记忆 进入 长 时 记忆 . 长 时 记忆 ,其 容量 极 大 ， 
保持 长 约 一 分 钟 ,甚至 可 长 久保 持 . 也 就 是 说 长 时 记忆 贮存 从 感 
觉 记 忆 和 短 时 记忆 来 的 信息 ,同时 长 时 记忆 的 信息 可 被 提取 到 短 
时 记忆 中 去 ,供认 知 系统 使 用 . 感觉 记忆 , 短 时 记忆 和 长 时 记忆 是 
一 个 系统 , 短 时 记忆 对 于 长 时 记忆 起 着 重要 作用 ,在 数学 学 习 中 
使 用 这 一 个 理论 对 提高 教学 效果 有 帮助 . 

(2) 关 于 长 时 记忆 ”如 何 使 长 时 记忆 即 信息 在 记忆 中 保持 的 
时 间 更 长 一 些 ,加 拿 大 心理 学 家 图 尔 文 和 唐 纲 森 作 了 研究 ,他 们 
把 长 时 记忆 分 为 两 种 :情景 记忆 (或 情节 记忆 ) 即 对 个 别 经 历 
的 发 生 在 一 定时 间 和 地 点 的 事件 (情景 ) 的 记忆 . 在 数学 中 ,通过 
概念 形成 的 过 程 进行 记忆 也 可 视 为 情景 记忆 . @ 语 义 记忆 即 对 各 
种 有 组 织 的 知识 的 记忆 . 包括 字 、 词 ,概念 公式 、 规 律 的 记忆 . 如 : 
见 到 方程 y = ax: + bx +c, 就 会 想到 它 是 抛物 线 . 语义 记忆 比 感觉 
记忆 更 抽象 和 概括 , 较 少 受到 干扰 和 时 空 限制 ,提取 信息 更 迅速 ， 
往往 不 需要 探索 . 语义 记忆 与 长 时 记忆 并 不 是 完全 分 割 的 ,是 互 
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相依 赖 的 . 

(3) 关 于 语义 记忆 近 30 年 来 ,心理 学 家 又 对 语义 记忆 进行 
研究 ,语义 研究 分 为 两 类 :一 类 是 网 络 模型 , 指 一 切 由 结 (代表 概 
念 的 单元 ) 和 连 线 (代表 概念 间 的 关系 的 模型 ) 组 成 . 它 包括 两 种 : 
中 层次 网 络 ,该 模型 是 以 网 络 形 成 分 层次 存 贮 ,所 以 层次 按 上 下 
级 关系 分 成 若干 层次 . 它 类 似 数学 中 的 知识 结构 图 , 如 图 
2 -2 -10 数 系 表 . @ 激 活 扩 展 模型 . 它 认 为 语义 记忆 是 一 个 巨大 
的 网 络 , 网 络 连接 的 概念 不 是 孤立 的 词 . 两 者 不 同 的 是 激活 扩展 
模型 能 够 解释 语义 的 距离 效果 . 依据 这 个 模型 在 概念 与 概念 之 间 
既 有 上 下 级 关系 ,同时 连 线 的 长 短 , 表 示 语 义 距 离 的 远近 . 


正 整数 

天数 |0 
有 理 数 负 整 数 
正 分 数 


2. 陈述 性 知识 的 遗忘 

记忆 与 遗忘 是 两 个 相对 立 的 心理 学 现象 ,从 知识 表征 的 研究 
可 见 ,陈述 性 知识 的 本 质 是 语言 文字 或 其 他 符号 所 表达 的 意义 以 
网 络 结构 的 形式 贮存 在 人 脑 中 . 研究 还 表明 ,真正 理解 了 的 概念 
不 易 遗 忘 . 

对 于 长 时 记忆 遗忘 的 原因 ,心理 学 有 多 种 解释 :一 种 是 消退 
说 , 即 记忆 获得 的 信息 在 头脑 中 留 下 的 痕迹 因 未 得 到 巩固 和 加 
强 , 痕 迹 便 逐 渐 消 退 乃 至 遗忘 ; 另 一 种 是 干扰 说 , 即 遗 忘 是 信息 间 
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的 相互 干扰 而 产生 的 抑制 作用 造成 的 . 由 于 干扰 说 得 到 许多 实验 
的 支持 ,因而 ,众多 心理 学 家 赞同 这 个 观点 . 

实验 研究 表明 ,干扰 有 两 种 :一 种 是 先前 学 习 对 后 继 学 习 的 
干扰 , 叫 前 摄 抑制 ; 另 一 种 是 后 继 学 习 对 先前 学 习 的 于 扰 , 叫 倒 摄 
抑制 ,长 期 教学 实践 发 现 ,一 学 期 的 知识 两 端 部 分 学 习 快 记得 
牢 , 而 中 和 间 部 分 学 得 慢 、 记 得 差 一 些 . 原因 是 中 间 部 分 既 受 前 摄 抑 
制 又 受 倒 摄 抑制 的 干扰 ,而 两 端 只 受 一 种 干扰 . 

现代 认 知 心理 学 认为 ,长 时 记忆 中 的 信息 是 不 能 提取 也 无 法 
回忆 的 编码 线索 ,其 原因 是 在 贮存 时 没有 适当 编码 . 因此 解决 知 
识 的 编码 或 组 织 问题 就 是 解决 遗忘 问题 . 

二 、 知 识 记忆 的 策略 

对 于 知识 的 记忆 ,尤其 是 长 时 记忆 ,从 长 期 的 学 习 和 实践 的 感 
觉 ,以 及 从 调查 结果 中 发 现 , 有 几 种 方法 有 利于 提高 学 习 效 率 . 简 述 
如 下 : 

1. 精 加 工 

皮 连 生 教授 所 说 的 “ 精 加 工 ” 指 对 学 习 材 料 作 精细 的 加 工 活 
动 , 即 通过 在 要 记忆 的 材料 上 增加 相关 的 信息 来 达到 对 新 的 材料 
记忆 的 学 习 方 法 . 如 对 材料 补充 细节 、 举 出 例子 、 作 出 推论 ,或 使 
之 与 其 他 观念 形成 联想 等 . 

对 于 复杂 陈述 性 知识 的 笔记 方法 ,包括 摘抄 ,评注 、 加 标题 、 
写 节 段 概括 语 和 结构 提纲 等 活动 . 研究 表明 ,学 生 不 但 可 以 借助 
做 笔记 来 控制 自己 的 注意 ,而 且 有 助 于 发 现 新 知识 的 内 在 联系 ， 
帮助 新 旧 知 识 建立 联系 . 

梅 耶 等 人 以 大 学 生 和 中 学 生 为 被 试 对 象 ,对 做 笔记 技术 进行 
了 研究 . 被 试 分 两 组 :A 组 在 观看 15 分 钟 有 关 计 算 机 程序 或 统计 
学 内 容 的 录像 时 运用 做 笔记 技术 ;B 组 单纯 观看 录像 . 学 习 后 测 
验 两 种 迁移 效果 :一 是 近 迁 移 ( 在 与 学 习 材 料 相似 的 任务 中 的 迁 
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移 ) ;二 是 远 迁移 (在 与 学 习 材 料 不 相似 的 任务 中 的 迁移 ). 得 到 的 
结果 是 :对 低能 生来 说 ,在 计算 机 材料 或 统计 学 材料 的 测验 中 ,A 
组 近 迁 移 成 绩 略 低 于 B 组 , 远 迁 移 成 绩 则 显著 高 于 B 组 . 对 高 能 
生 在 测验 中 ,A 组 的 近 迁 移 和 远 迁 移 成 绩 都 高 于 B 组 . 

巴 纳 特 (J. E. Bamett ) 也 做 了 一 个 实验 ,在 阅读 和 听讲 时 ,一 
边 听 ,一边 记 笔 记 , 或 加 边 注 . 这 些 边 注 、 评 语 等 内 容 不 仅 可 以 促 
进 学 习 者 对 知识 的 理解 ,而 且 为 今后 的 回忆 提供 了 线索 . 为 了 培 
养 学 生 做 笔记 的 良好 习惯 ,教师 讲课 时 应 注意 语 速 不 宜 过 快 , 复 
杂 的 内 容 要 重复 讲述 ,把 讲课 内 容 的 结构 、 层 次 和 重点 写 在 黑板 
上 等 等 ,以 便于 学 生 记 笔记 . 

2. 组 织 策略 

组 织 策略 是 将 分 散 的 、 孤 立 的 知识 集合 成 一 个 整体 并 表示 出 
它们 之 间 关 系 的 方法 . 如 空间 两 直线 ,位 置 关 系 按 交 点 情况 分 类 ， 
无 交点 :平行 线 , 异 面 直线 ;有 交点 :相交 直线 . 按 是 否 在 一 个 平面 
分 类 ,在 一 个 平面 内 :相交 直线 平行 直线 ;不 在 一 个 平面 内 : 异 面 
直线 . 

知识 (或 信息 ) 的 保持 , 除 采用 多 次 复述 外 ,很 重要 的 策略 就 
是 对 信息 进行 编码 . 利用 表象 对 信息 编码 和 按 语意 编码 是 两 种 有 
效 的 策略 . 如 图 2 -2 - 11 利用 正六 边 形 图 式 来 记忆 同 角 三 角 函 
数 的 基本 关系 式 , 就 是 利用 正六 边 形 的 形象 进行 编码 “ 相 邻 三 个 
顶点 “中 "等 于 左右 "之 积 " ,如 sina = tana x cosa;“ 对 角 线 是 
倒数 关系 ”, 如 seca x cosa = 1. 此 外 ,还 有 倒 三 角形 顶点 的 平方 


关系 如 tan*a +1 = secza,sinza +cosza = 1 等 . 
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3. 复述 策略 

复述 即 为 了 保持 信息 而 对 信息 进行 多 次 重复 的 过 程 . 如 学 生 
为 了 记 住 某 些 材料 ,一 遍 遍 地 念 . 背 、 写 . 结果 发 现 ,年 龄 大 的 学 生 
比 年 龄 小 的 学 生 更 多 地 表现 了 嘴唇 运动 , 记 住 了 更 多 的 内 容 . 在 
同龄 组 , 嘴 展 运动 多 的 学 生 回忆 成 绩 高 于 未 出 现 嘴唇 运动 的 
学 生 . 

早 在 1917 年 , 盖 茨 (A.T. Gates ) 就 对 单纯 阅读 及 阅读 ( 占 
40% 的 时 间 ) 同 复述 ( 占 60% 的 时 间 ) 相 结合 进行 对 比 研究 . 发 现 
后 者 的 回忆 成 绩 平 均 高 出 前 者 30%. 另外 ,复述 时 间 的 分 配 与 年 
龄 有 关 , 对 大 龄 学 生来 说 ,复述 时 间 占 学 习 总 时 间 的 80% 与 60% 
的 效果 一 样 好 . 其 他 相关 研究 还 发 现 ,在 复述 中 插 人 问题 会 有 助 
于 学 习 . 

4. 恰当 安排 复习 时 间 的 策略 

学 习 者 如 能 恰当 安排 复习 时 间 , 也 能 有 效 地 提高 学 习 效率 . 
据 此 ,对 那些 程度 高 的 学 生 可 以 收 到 事半功倍 之 效 . 如 果 知 识 的 
内 容 是 有 意义 或 有 趣 ,学 懂 以 后 不 易 遗 忘 ,复习 时 间 可 以 适当 
延 后 . 
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另外 ,为 了 减少 复习 中 的 疲劳 和 前 摄 抑制 、 倒 摄 抑制 的 负面 
影响 , 宜 采 用 分 散 复习 而 非 集中 复习 . 如 对 数学 有 关 定 义 、 定 理 、 
公式 、 思 路 和 方法 ,在 学 习 运用 之 后 ,再 进行 复习 将 有 助 于 提高 学 
习 效 率 . 关于 复习 可 在 老师 指导 下 复习 ,但 主要 靠 自 己 复习 . 

当然 ,凡是 能 促进 注意 和 知觉 的 方法 ,都 能 促进 陈述 性 知识 
的 巩固 . 


三 ,促进 陈述 性 知识 向 程序 性 知识 转化 


1. 关于 程序 性 知识 的 分 类 

根据 不 同 的 目的 和 划分 标准 可 以 对 程序 性 知识 进行 多 种 
分 类 . 

上 面 已 经 提 到 ,加 涅 根据 信息 的 加 工 过 程 和 执行 控制 过 程 把 
程序 性 知识 分 为 对 外 办 事 的 程序 性 知识 和 对 内 调控 策略 性 知识 . 
她 的 女儿 加 涅 进一步 根据 自动 化 这 个 维度 和 -一 般 与 个 别 维度 对 
程序 性 知识 分 类 ,如 图 2 -2 -12. 


“ 自动 化 的 
基本 技能 


自动 化 的 


“专门 领域 “ “一般 的 策略 
的 策略 “ 弱 方 法 
特殊 的 一 般 的 
图 2-2-12 


受 控 的 


根据 自动 化 这 个 维度 ,把 程序 性 知识 分 为 可 以 达到 自动 化 
的 ,如 中 学 的 完全 平方 公式 \ 平 方差 公式 等 . 但 有 一 些 程序 性 知识 
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难以 自动 化 ,需要 受 意识 控制 ,如 数学 中 解 应 用 题 的 方法 和 步 又 
若 这 样 一 些 方法 和 步骤 支配 人 的 阅读 、 解 题 的 认 知 活动 ,提高 了 
人 的 认 知 活动 效率 , 则 这 些 方法 步 又 已 经 转化 为 对 内 调控 的 认 知 
策略 . 根据 特殊 性 维度 ,可 以 把 程序 性 知识 分 为 专门 领域 的 和 非 
专门 领域 的 . 专门 领域 的 方法 、 步 又 只 能 适用 于 较 小 的 领域 ,前 面 
介绍 的 复述 策略 仅 适用 于 系列 学 习 , 精 工 策略 仅 适 合 于 配对 联想 
学 习 . 非 专门 领域 的 方法 步 又 一 旦 被 人 掌握 以 后 ,能 在 跨 学 科 情 
境 中 应 用 . 如 发 散 思维 , 当 遇 到 一 个 不 熟悉 的 问题 后 ,能 从 多 角度 
考虑 问题 ,不 匆忙 作出 结论 等 . 这 一 套 思维 方法 适合 于 多 种 学 科 、 
多 个 领域 ,被 称 为 一 般 解 决 问题 的 策略 . 这 种 一 般 解决 问题 的 广 
法 与 学 科 领 域 中 的 具体 方法 不 同 , 它 不 能 保证 解 题 成 功 ,所 以 又 
称 弱 方 法 . 而 学 科 领 域 的 具体 方法 能 保证 解 题 成 功 ,被 称 为 强 
方法 

不 论 是 方法 或 策略 ,或 者 是 技能 ,总 是 可 以 归结 为 一 些 规则 
或 操作 步骤 如 ,现在 有 一 个 圆锥 体 ,需要 计算 它 的 体积 其 操作 
步骤 是 :@ 测 出 圆锥 体 的 底面 积 或 底面 半径 ;@ 测 出 圆锥 体 的 高; 
@@ 利 用 公式 V( 圆锥 体 体积 ) = 5h( 这 里 的 S 是 圆锥 体 的 底面 
积 ,h 是 它 的 高 ) 便 可 计算 出 圆锥 体 体积 

如 果 学 生 仅 能 陈述 这 些 规则 或 步 又 , 则 学 生 只 习 得 陈述 性 知 
识 . 如 果 学 生 能 按 这 些 规则 或 步骤 办 事 , 则 这 些 规则 支配 了 他 的 
行为 ,说 明 规则 和 步 又 已 转化 为 程序 性 知识 , 变 成 了 学 生 的 技能 

从 上 述 例子 可 知 ,掌握 程序 性 知识 的 实质 是 掌握 做 事 的 规 
则 ,而 规则 中 包含 了 概念 . 一 条 规则 总 是 由 若干 概念 通过 一 定 关 
系 构成 的 ,如 上 述 的 例题 中 涉及 的 概念 有 圆锥 体 、 贺 锥 体 的 高 、 底 
面积 \ 底 面 半径 等 . 学 生 掌握 程序 性 知识 ,实质 上 主要 是 掌握 概念 
和 由 概念 构成 的 规则 ,使 之 支配 人 的 行为. 所 以 陈述 性 知识 向 各 
序 性 知识 转化 时 ,并 不 是 所 有 的 陈述 性 知识 都 可 以 转化 为 程序 性 
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知识 . 

2. 促进 概念 的 习 得 与 运用 

(1) 概 念 分 析 ”概念 都 可 以 作 下 列 四 方面 的 分 析 . 

1) 概 念 名 称 ”人 类 的 大 多 数 概念 有 名 称 . 如 “三 角形 ”"、“ 平 
行 四 边 形 ”、“ 圆 "等 词 , 若 它们 所 代表 的 是 同类 的 “ 事 " 或 “ 物 ”, 则 
它们 就 是 概念 的 名 称 

2) 概 念 例 证 ”由 于 概念 是 用 符号 (或 概念 名 称 ) 所 代表 的 同 
类 事物 ,那么 同类 中 的 个 别 事 或 物 便 是 概念 的 例证 . 例如 :平行 
四 边 形 ”这 个 概念 的 例证 是 矩形 、 姜 形 、 正 方形 . 故 称 这 为 正 例 . 不 
属于 这 一 类 的 事物 叫 反例 . 如 在 学 习 sin(x +yY) = sinxcosy + 
cosxsiny 时 sin(x +y) 关 sinx +siny, 则 是 反例 . 

3 ) 概 念 属性 ”又 称 关键 特征 或 标准 属性 . 是 指 概念 的 一 切 正 
例 的 共同 本 质 属 性 . 例如 :平行 四 边 形 本 质 属性 是 两 组 对 边 平 行 
的 四 边 形 . 

4) 概 念 定义 ” 指 同类 事物 共同 本 质 属性 的 概括 . 如 “平行 四 
边 形 是 两 组 对 边 平行 的 四 边 形 ”. 这 一 命题 是 平行 四 边 形 概念 的 
定义 . 另外 还 有 些 概念 ,如 心理 学 中 的 知觉 .思维 、 智 力 等 ,所 指 的 
并 不 是 世界 上 存在 的 事物 ,而 是 事物 的 某 些 属性 ,这 些 属性 又 不 
能 直接 观察 和 测量 ,只 能 从 人 的 行为 或 反应 中 间接 推测 . 这 些 概 
念 一 般 难以 严格 定义 . 科学 家 为 了 研究 方便 , 常 采 用 操作 定义 . 

概念 学 习 意味 着 学 生 掌 握 一 类 事物 的 共同 本 质 属性 . 由 于 概 
念 的 正 例 除了 共同 本 质 属性 以 外 ,还 有 许多 非 本 质 属 性 ( 又 称 无 
关 属 性 或 无 关 特 征 ) ,例如 ,“ 直角 三 角形 ”的 本 质 属性 “ 它 是 一 个 
三 角形 ”"“ 有 一 个 角 是 直角 ”、“ 面积 等 于 两 直角 边 乘积 的 一 半 ” 
等 ; 非 本 质 属性 如 “一 个 锐角 为 男 一 个 锐角 的 二 倍 ”. 所 以 概念 学 
习 也 意味 着 学 生 能 辨别 同类 事物 的 本 质 属性 与 非 本 质 属性 . 对 于 
那些 难 下 定义 的 概念 来 说 ,学 生 应 能 列举 有 关 概 念 的 多 个 例证 ， 
同时 辨别 它们 与 邻近 概念 的 异同 . 
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按 概 念 的 抽象 水 平 可 以 将 概念 分 为 具体 概念 和 定义 性 概念 
两 类 . 前 者 指 一 类 事物 的 共同 本 质 特 征 可 以 直接 通过 观察 获得 ， 
又 如 “是 一 个 三 角形 ”“ 有 一 个 角 是 直角 ”; 后 者 指 一 类 事物 的 本 
质 特征 不 能 通过 直接 观察 获得 ,必须 通过 下 定义 来 揭示 ,如 直角 
三 角形 面积 为 二 直角 边 乘积 的 一 半 . 

(2) 促 进 具体 概念 的 习 得 与 运用 “在 进行 小 学 数学 中 的 “ 圆 
柱 体 " 概 念 的 教学 时 ,教师 首先 给 学 生 呈 现 预先 准备 的 实物 如 “ 电 
棒 "“ 易 拉 色 ”"“ 人 竹 笛子 "等 等 ,并 告诉 学 生 , 这 些 都 是 圆柱 体 . 然 
后 呈现 一 些 非 圆柱 体 实物 ,如 “粉笔 “、“ 胡 萝卜 "“ 多 棱 体 ”, 并 告 
诉 学 生 , 这 些 不 是 圆柱 体 . 接着 请 学 生 仔 细 观 察 这 些 物体 的 形状 
特点 ,并 请 他 们 用 语言 概括 出 这 些 特点 . 最 后 ,学 生发 现 圆柱 体 
“上 下 两 个 面 是 大 小 一 样 的 圆 ,中 间 一 样 粗 细 ”, 并 能 从 学 具 中 、 生 
活用 品 中 正确 找到 圆柱 形 物体 . 

从 以 上 例子 可 以 看 出 ,具体 概念 的 习 得 过 程 经 历 了 知觉 辨别 
(辨别 碗 和 圆柱 体 的 形状 、 大 小 ) .假设 (圆柱 体 的 上 下 两 个 面 好 像 
是 圆 的 、 碗 好 像 比 杯子 浅 )、 检 验 假设 和 概括 四 个 阶段 . 概念 越 是 
复杂 ,检验 和 假设 间 的 往复 次 数 越 多 . 在 这 个 过 程 中 ,教师 在 教学 
中 必须 为 学 习 者 提供 概念 的 正 反例 证 , 正 例 要 有 变化 ,否则 学 习 
者 会 将 非 本 质 属性 作为 本 质 属性 来 概括 . 如 直角 三 角形 只 出 示 
“等 腰 直 角 三 角形 ”的 教具 ,会 使 学 生 对 “两 直角 边 不 等 ”情形 排 
斥 在 直角 三 角形 之 外 . 反例 的 呈现 有 助 于 学 生 辨别 ,使 概念 的 概 
括 精确 化 . 另外 ,学 习 者 必须 从 外 界 获得 反馈 信息 ,以 检验 他 的 假 
设 是 否 正 确 . 

(3) 促 进 定义 性 概念 的 习 得 与 运用 许多 概念 属于 定义 性 概 
念 , 它 可 以 通过 直接 下 定义 的 方式 来 揭示 某 类 事物 的 共同 特征 . 
比如 ,学 生 先前 已 学 过 “ 圆 "的 概念 ,其 本 质 是 “在 平面 内 到 定点 距 
离 等 于 定 长 rtr>0) "的 图 形 . 现在 要 学 “平行 四 边 形 ”的 概念 ,本 
质 是 四 边 形 的 两 组 对 边 平行 . 通过 观察 实物 、 图 形 、 边 来 掌握 它 的 
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本 质 属性 . 

上 述 获得 概念 的 方式 被 奥 苏 伯 尔 称 为 概念 同化 ,其 心理 机 制 
可 用 奥 苏 伯 尔 提 出 的 下 位 学 习 模 式 来 解释 . 概念 同化 是 从 上 位 到 
下 位 的 学 习 , 所 需 的 条 件 与 概念 形成 不 同 . 它 要 求学 生 认 知 结构 
中 具有 同化 新 概念 的 适当 的 上 位 结构 ,而 且 , 这 一 上 位 结构 越 丽 
固 、 越 清晰 ,新 的 下 位 概念 的 同化 就 越 容易 发 生 . 

定义 性 概念 的 教学 ,也 可 用 概念 形成 的 方式 . 比如 ,圆周 率 
(7) 是 一 个 定义 性 概念 . 在 教 r 这 个 概念 时 ,让 学 生 测量 圆 的 直 
径 分 别 为 1 cm、2 cm、3 cm 和 4 cm 的 周 长 ( 用 绳子 绕 一 周 , 强 子 长 
度 即 为 圆周 长 ) ,然后 让 学 生 将 量 出 的 周 长 作 记录 . 由 测量 的 结果 
可 见 , 若 圆 的 直径 为 1 cem, 则 周 长 3 cm 多 , 若 圆 的 直径 为 2 em, 其 


接着 ,再 让 学 生计 算 各 圆 的 周 长 与 直径 之 比 ,结果 发 现 它们 
的 值 大 致 相同 . 最 后 ,教师 告诉 学 生 : 这 个 值 的 精确 数 为 
3. 1416…… 它 就 是 圆周 率 . 为 了 加 深 学 生 的 认识 ,还 可 以 取 直 径 
为 任意 长 度 的 圆 ,测量 其 周 长 ,并 计算 其 周 长 与 直径 之 比 . 如 果 测 
量 很 精确 ,那么 , 这 个 比值 是 3. 14 多 一 点 ,从 而 证 实 了 原来 的 
结论 . 

总 之 ,概念 同化 与 概念 形成 是 学 生 掌 握 概 念 的 两 种 重要 形 
式 . 随 着 学 生 知识 结构 越 来 越 复 杂 , 概 念 同化 这 种 学 习 形 式 更 为 
重要 ,两 种 学 习 形式 所 要 求 的 心理 过 程 不 同 . 在 概念 形成 中 ,要 求 
学 生 进 行 辨 别 , 提 出 与 检验 假设 和 发 现 概念 的 本 质 属性 . 在 概念 
同化 与 概念 形成 中 ,都 要 求 让 学 生 将 自己 原 有 的 知识 与 新 呈现 的 
材料 在 头脑 里 发 生 积极 的 相互 作用 ,才能 将 外 部 提供 的 材料 转化 
为 自己 的 认 知 内 容 . 所 以 这 两 种 概念 学 习 都 是 积极 的 有 意义 的 
学 习 . 

3. 促进 规则 的 习 得 与 应 用 

概念 一 般 以 词 或 符号 来 表示 ,规则 以 言语 命题 或 句子 来 表 
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达 . 如 圆柱 体 体积 VV = 5 xh. 

规则 同 概念 一 样 ,也 有 例证 . 但 是 规则 的 例证 不 是 一 类 事物 
的 例证 ,而 是 几 类 事物 的 关系 的 例证 ,更 确切 地 说 ,是 几 个 概念 之 
间 的 关系 的 例证 . 如 : 凸 m 边 形 的 内 角 和 是 (m -2) x180°,n>3 的 
整数 , 当 n = 3 时 ,是 (3 -2) x180°;n = 4 时 ,(4 -2) x 
180°…… 同 样 ,也 可 以 找到 无 数 例证 来 演示 这 种 关系 . 所 谓 规则 
学 习 , 实 质 上 就 是 能 用 大 量 的 例证 来 说 明 规则 反映 的 关系 . 

(1) 从 例子 到 规则 的 学 习 ”从 例子 到 规则 的 学 习 方 法 简称 
“ 例 一 规 法 ”. 

这 是 一 种 教师 呈现 规则 的 若干 例证 ,让 学 生 从 例证 中 概括 出 
一 般 结论 的 学 习 方 法 . 在 这 种 情形 下 ,学 生 进行 的 是 发 现 学 习 . 用 
奥 苏 伯 尔 的 同化 学 习 理 论 来 看 , 它 属 于 上 位 学 习 . 

在 某 小 学 五 六 年 级 进行 的 “n 个 连续 奇数 和 的 简单 计算 公 
式 ” 的 实验 ,显示 出 规则 发 现 学 习 的 一 般 过 程 和 条 件 . 这 一 计算 公 
式 的 命题 表述 是 :n 个 连续 奇数 和 等 于 奇数 个 数 的 平方 . 被 试 分 
A.B 两 组 ,两 组 被 试 所 得 到 的 例子 如 下 : 


4 组 例子 B 组 例子 

1 = 1 1+3+5 = 3 

1+3 = 2 1+3 = 2 

1+3+5 = 3? 1+3+5+7+9 = 5 
1+3+5+7 = 4 1+3+5+7 = 中 
1+3+5+7+9 = 了 1+3+5+7+9+11 = 6 


要 求 两 组 学 生根 据 呈 现 的 例子 , 找 出 规律 ,用 最 简便 的 方法 
求 1+3+5+7+… 一 直 加 到 99 的 和 . 结果 看 到 4 组 例子 的 学 生 
多 数 能 发 现 规则 ,而 B 组 例子 的 学 生 无 人 发 现 规则 . 

在 上 述 例子 中 ,学 生 的 认 知 过 程 同 概念 形成 中 的 过 程 相似 ， 
都 需要 进行 辨别 ,提出 假设 与 检验 假设 并 进行 概括 . 但 这 里 对 认 
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知 要 求 更 高 ,因为 这 里 的 认 知 对 象 不 是 具体 事物 ,而 是 由 概念 构 
成 的 关系 . 因此 ,规则 学 习 必须 在 学 生 已 经 掌握 有 关 概 念 的 基础 
上 才能 进行 ,这 是 规则 学 习 的 内 部 条 件 . 规则 学 习 的 外 部 条 件 是 
教师 呈现 若干 体现 规则 的 例证 ,而 且 例 证 的 排列 方式 要 具有 规律 
性 .4 组 和 B 组 学 生 学 习 结果 的 差异 明显 受 规则 例子 呈现 方式 的 
影响 . 在 有 些 情况 下 ,呈现 模型 .图 表 等 直观 教具 ,有 助 于 学 生发 
现 规则 . 同时 在 学 生 遇 到 困难 时 ,教师 应 给 予 适 当 提 示 ,在 课堂 教 
学 情境 中 ,学 生 更 多 的 是 在 教师 指导 下 的 发 现 学 习 . 

(2) 从 规则 到 例子 的 学 习 ” 从 规则 到 例子 的 学 习 简 称 “ 规 一 
例 法 ”. 

， 这 是 一 种 教师 先 呈现 学 生 要 学 习 的 规则 ,然后 用 例子 来 说 明 
规则 的 学 习 方法 . 在 这 种 情形 下 ,学 生 进行 的 是 接受 学 习 . 它 符合 
同化 理论 中 的 下 位 学 习 模 式 . 

规 一 例 法 教学 的 最 重要 条 件 是 学 生 对 构成 规则 的 概念 已 经 
掌握 ,否则 ,学 生 不 可 能 真正 掌握 这 一 规则 . 数学 中 如 立体 几何 中 
学 过 异 面 直线 的 定义 ,让 学 生 举 出 两 直线 蜡 面 的 例子 . 如 学 过 二 
项 式 定理 之 后 , 求 问题 中 的 第 r+1 项 的 系数 和 二 项 式 系数 等 . 

另外 ,如 果 学 生 认 知 结构 中 具备 适当 的 上 位 规则 ,将 会 使 新 
规则 的 学 习 更 加 稳固 和 容易 . 例如 ,在 学 生 学 习 了 圆柱 体 的 体积 
计算 公式 后 ,接着 学 习 圆锥 体 的 体积 计算 公式 . 由 于 锥 体 的 体积 
是 它 等 底 等 高 的 柱 体 体积 的 三 分 之 一 ,教师 可 以 依据 这 一 关系 ， 
将 圆柱 体积 计算 公式 作为 同化 圆锥 体 体积 计算 公式 的 上 位 规则 ， 
引导 学 生发 现 新 旧 知 识 的 相同 点 和 不 同 点 ,促使 学 生 形成 清晰 和 
分 化 的 认 知 结构 . 

4. 变 式 练习 在 程序 性 知识 习 得 中 的 作用 

同样 是 一 个 概念 或 规则 ,如 果 学 生 记 住 了 它 的 含义 ,并 能 用 
自己 的 话 来 陈述 它 , 只 能 说 明 概念 或 规则 的 学 习 还 处 在 陈述 性 阶 
段 ,尚未 转化 为 一 种 解决 问题 的 技能 . 我 们 经 常 能 看 到 有 些 学 生 
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对 一 些 公式 定义、 规则 ,说 得 头头 是 道 , 但 一 遇 到 问题 情景 往往 
束手无策 ,或 者 屡屡 出 错 . 这 种 情况 往往 是 缺乏 练习 的 结果 . 

练习 是 学 习 者 对 学 习 任务 的 重复 接触 或 重复 反应 . 对 某 一 学 
习 任 务 进行 不 断 的 接触 和 反应 ,是 形成 某 种 熟练 技能 必须 经 历 的 
过 程 . 为 使 得 学 生 将 理解 了 的 概念 和 规则 转化 为 一 种 解 题 能 力 ， 
需要 变 式 练习 . 所 谓 变 式 练习 ,就 是 在 其 他 有 效 学 习 条 件 不 变 的 
情况 下 ,概念 和 规则 例证 的 变化 . 具体 说 来 ,就 是 在 知识 习 得 阶段 
概念 和 规则 论 例 的 变化 , 它 有 助 于 学 习 者 排除 无 关 特 征 的 干扰 . 
在 知识 转化 和 应 用 阶段 题 型 或 问题 情景 的 变化 ,将 有 助 于 学 习 者 
获得 熟练 解决 问题 的 技能 . 

如 IFiF,1 = 2c >0,a >0, 平 面 动 点 村 使 得 IM Fil+ 
IM F,| = 2a, 则 : 

@ 若 2a >2c 时 ,M 的 轨迹 是 什么 曲线 ? 

@ 若 2a = 2c 时 ,M 的 轨迹 是 什么 曲线 ? 

@@ 若 2a <2c 时 ,M 的 轨迹 如 何 ? 

5. 策略 性 知识 学 习 的 特殊 性 

由 于 策略 性 知识 也 是 程序 性 知识 的 一 种 类 型 ,上 面 论述 的 程 
序 性 知识 学 习 的 规律 也 适合 于 指导 认 知 策略 的 学 习 . 也 就 是 说 ， 
在 认 知 策略 学 习 中 也 必须 掌握 概念 和 由 概念 构成 的 规则 . 但 构成 
策略 性 知识 中 的 概念 和 规则 不 同 于 反映 具体 事物 性 质 的 概念 和 
对 它们 加 工 操作 的 规则 . 所 以 教师 还 必须 注意 策略 性 知识 学 习 的 
特殊 性 . 

第 一 ,如 上 所 述 , 认 知 策略 是 对 内 调控 的 技能 , 它 所 涉及 的 概 
念 和 规则 反映 人 类 自身 认识 活动 的 规律 . 而 人 类 的 认识 活动 潜藏 
于 人 脑 内 部 ,无 法 从 外 部 直接 观察 到 ,这 类 概念 和 规律 难以 通过 
直观 演示 的 方法 教 给 学 生 . 所 以 认 知 策略 教学 的 一 个 难点 是 教师 
通过 实例 向 学 生 展示 策略 如 何 应 用 的 情境 . 

第 二 , 认 知 策略 所 涉及 的 概念 和 规则 一 般 都 有 较 高 的 概括 
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性 ,在 应 用 时 有 很 大 的 灵活 性 . 因此 认 知 策略 的 学 习 一 般 不 可 能 
短期 见效 . 

第 三 , 认 知 策略 的 学 习 和 运用 , 受 学 生 自 我 认 知 发 展 水 平 的 
制约 . 认 知 发 展 的 自然 顺序 是 先 认识 外 界 世 界 ,后 认识 自己 本 身 . 
策略 性 知识 学 习 的 最 高 水 平 是 学 习 者 不 仅 能 在 训练 过 的 情境 中 
应 用 某 种 学 习 过 程 的 策略 ,而 且 应 能 把 习 得 的 策略 迁移 到 未 训练 
的 情境 中 . 西方 的 “4 个 W" 学 习 法 对 策略 性 知识 的 形成 和 升华 有 
着 重要 价值 ,学 习 者 必须 清晰 地 意识 到 所 学 习 的 策略 是 什么 
(what) , 它 所 适用 的 范围 (where) 以 及 怎样 (how) 和 什么 时 候 
(when) 应 用 . 那么 要 解决 这 4 个 “W” 的 问题 关键 是 学 生 要 解决 自 
己 认 知 过 程 的 认 知 问题 \ 认 知 策略 的 训练 与 反省 认 知 的 结合 . 


8$5 知识 的 运用 与 迁移 


知识 的 迁移 指 先前 习 得 的 知识 在 新 的 学 习 情 境 中 运用 并 促 
进 新 的 学 习 . 知识 的 运用 和 迁移 两 者 是 同 质 性 概念 ,所 以 ,在 本 节 
对 迁移 的 讨论 中 会 涉及 运用 . 

一 \ 学 习 的 迁移 

1. 传统 迁移 概念 与 迁移 分 类 

在 日 常生 活 中 ,我 们 常常 会 看 到 这 样 的 现象 :声乐 学 习 中 ,学 
会 演奏 一 种 乐器 之 后 ,对 另 一 种 乐器 的 学 习 就 显得 容易 . 学 会 了 
骑 自 行车 的 人 ,学 骑 摩 托 车 就 很 快 . 心理 学 上 把 一 种 学 习 对 另 一 
种 学 习 的 影响 称 为 迁移 . 这 里 的 学 习 包 含 认 知 、 动 作 技能 和 态度 
情感 三 类 . 这 里 着 重 在 认 知 上 谈 一 点 迁移 的 运用 . 

2. 从 现代 认 知 心理 学 看 知识 的 迁移 与 运用 

现代 认 知 心理 学 把 知识 的 迁移 看 成 先前 学 习 的 知识 在 后 继 
学 习 中 的 运用 . 现代 认 知 心理 学 把 知识 分 为 陈述 性 的 与 程序 性 的 
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两 大 类 ,由 此 而 出 现 了 对 知识 迁移 的 新 的 分 类 , 见 图 2 -2 - 13. 


图 2-2-13 


图 中 原 有 知识 是 先前 习 得 的 知识 ,目标 知识 是 迁移 阶段 要 学 
习 的 知识 . 两 者 都 包括 陈述 性 和 程序 性 知识 两 类 , 这样 就 形成 四 
种 迁移 : 

(1) 程 序 性 知识 向 程序 性 知识 的 迁移 “当先 前 习 得 的 产生 式 
直接 运用 于 迁移 任务 时 , 便 出 现 此 类 迁移 . 比如 ,学 生 习 得 了 圆 面 
积 计 算 的 产生 式 后 ,在 他 遇 到 “已 知 半径 或 直径 的 长 度 , 求 圆 的 面 
积 ” 的 问题 时 ,就 可 以 直接 运用 这 一 产生 式 . 如 果 原 有 的 产生 式 已 
相当 熟练 ,这 种 迁移 可 自动 产生 . 

(2) 陈 述 性 知识 向 程序 性 知识 的 迁移 ” 当 原 先 习 得 的 陈述 性 
知识 有 助 于 迁移 任务 中 产生 式 的 习 得 时 , 便 出 现 此 类 迁移 . 这 里 
有 两 层 含义 ,一 层 含义 是 指 技 能 习 得 过 程 中 ,在 变 式 练习 的 条 件 
下 ,由 陈述 性 向 程序 性 转化 ,这 本 身 就 反映 了 陈述 性 知识 向 程序 
性 知识 的 迁移 . 另 一 层 含义 是 ,陈述 性 知识 有 助 于 一 些 新 技能 的 
学 习 ,如 学 过 一 些 数学 概念 之 后 ,去 解决 一 些 生活 中 的 数学 问题 . 

(3) 程 序 性 知识 向 陈述 性 知识 的 迁移 ” 当 原 有 认 知 技能 促进 
新 的 陈述 性 知识 的 学 习 时 , 便 出 现 此 类 迁移 . 

(4) 陈 述 性 知识 向 陈述 性 知识 的 迁移 ” 当 原 有 陈述 性 知识 的 
习 得 有 助 于 (或 干扰 ) 新 的 陈述 性 知识 的 习 得 时 , 便 出 现 此 类 迁 
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移 . 比如 ,上 位 知识 的 习 得 将 有 助 于 新 的 下 位 知识 的 学 习 . 

学 习 有 先后 之 分 ,我 们 把 先前 学 习 对 后 继 学 习 的 影响 称 为 顺 
向 迁移 ,反之 叫 逆向 迁移 . 

另外 ,迁移 又 分 为 正 迁 移 、 负 迁移 两 类 ,与 顺 向 和 逆向 迁移 组 
合 之 后 为 四 类 . 


二 ,利用 迁移 原理 ,促进 新 的 学 习 


1. 塑造 良好 的 认 知 结构 ,促进 陈述 性 知识 的 迁移 

奥 苏 伯 尔 认为 认 知 结构 的 三 个 变量 影响 新 的 学 习 或 迁移 的 
发 生 . 所 谓 认 知 结构 ,就 是 学 生 头脑 中 的 知识 结构 ,广义 地 说 ,是 
学 生 已 有 观念 的 全 部 内 容 及 其 组 织 ;狭义 地 说 , 它 是 学 生 在 某 一 
学 科 的 特殊 知识 领域 中 的 观念 的 全 部 内 容 及 其 组 织 . 影响 陈述 性 
知识 迁移 的 三 个 变量 是 : 

(1) 可 利用 性 ” 指 在 新 的 学 习 任务 面前 ,学 习 者 原 有 认 知 结 
构 是 否 具有 用 来 同化 新 知识 的 适当 观念 . 针对 数学 学 习 ,就 是 原 
先 已 学 的 知识 是 否 具备 . 根据 奥 苏 伯 尔 的 理论 ,下 位 学 习 一 般 比 
上 位 学 习 和 并 列 结合 学 习 容 易 发 生 , 因此, 如果 原 有 认 知 结构 有 
适当 的 、 概 括 程度 高 和 包 摄 性 强 的 知识 ,新 的 学 习 就 容易 发 生 . 

(2) 稳 定性 ” 指 面 对 新 的 学 习 任务 , 原 有 的 可 利用 知识 本 身 
的 巩固 程度 . 原 有 观念 越 稳固 , 越 有 助 于 新 的 学 习 . 

根据 奥 苏 伯 尔 的 迁移 理论 ,要 促进 原 有 知识 向 新 的 学 习 迁 
移 , 教 学 中 应 注意 三 个 方面 :第 一 ,加 强 基本 概念 与 一 般 原理 的 教 
学 . 例如 ,学 习 乘法 公式 (a +68) (a -5) = 和 -b 时 ,如 果 学 生 对 
该 知识 的 概括 水 平 较 高 , 即 能 认识 到 上 式 中 的 字母 ,不 仅 代表 一 
个 数 ,而 且 也 能 代表 一 个 代数 式 ,从 而 能 对 形 如 (a +b+c)(a- 
4 -c) 的 算式 稍 加 变形 得 到 [a + (b+c)][a - (b+c)] ,再 应 用 公 
式 进行 计算 ,那么 正 迁 移 就 能 顺利 地 实现 ;反之 ,如 果 学 生 对 以 上 
知识 的 概括 水 平 不 高 ,认识 不 到 旧 课 题 (a +5) (a -5) 与 新 课题 
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(a+b+c)(a-b-c) 在 本 质 上 的 共性 ,那么 迁移 就 会 发 生 障碍 . 
正如 美国 心理 学 家 布 鲁 纳 所 说 ,掌握 一 般 概念 是 通 向 普遍 迁移 的 
大 道 . 第 二 ,注意 新 旧 知 识 异 同 的 比较 . 在 利用 原 有 知识 来 促进 新 
知识 学 习 时 ,由 于 新 旧 知 识 之 间 有 相同 点 ,可 以 利用 原 有 知识 来 
同化 新 知识 . 但 是 ,如 果 不 注 意 比较 新 旧 知 识 的 异同 , 则 先后 两 种 
知识 可 能 产生 混 消 . 数学 教学 中 每 一 个 环节 都 要 考虑 新 旧 知识 的 
联系 . 有 的 学 生 不 管 整数 加 法 与 分 数 加 法 的 区 别 , 他们 会 做 1 + 


1 = 2,2 +3 = 5, 但 对 分 数 加 法 则 出 现 记 + 地 = 地 的 错误 ,这 是 


负 迁 移 在 作怪 . 再 如 ,分 数 的 加 法 运算 { 到 


学 生 掌 握 分 数 的 运算 后 ,就 容易 迁移 到 分 式 运算 的 学 习 上 去 . 又 
如 ,绝对 值 与 算术 根 的 有 关 概念, 妈 
a (a>=0) = a (a>=0) 
WS 就 (a<0) se 法 (a<0) 

它们 的 刺激 改变 ,但 反应 不 变 . 在 学 生 弄 清 1a1 与 Va 的 关系 后 ， 
就 容易 产生 正 迁 移 . 而 (a +b)n = an+bn 与 (a +b)"=a+ 
Ca 0+…+C ab "+b", 刺 激 类 似 , 反 应 改变 , 负 迁 移 容易 
产生 ,有 些 学 生 常 常 发 生 (a +b)" = a" +b" 的 错误 . 可 见 提示 前 后 
知识 之 间 的 共同 因素 与 不 同 因素 ,有 利于 正 迁移 的 干扰 发 生 . 第 
三 ,必须 注意 先前 习 得 的 知识 的 巩固 . 原先 习 得 的 知识 如 果 不 丽 
固 , 当 后 面 学 习 相 类 似 的 知识 时 ,两 者 容易 产生 混 清 . 

2. 运用 智慧 技能 学 习 原 理 , 促 进 智慧 技能 学 习 和 迁移 

加 涅 认为 ,可 以 把 迁移 分 为 纵向 迁移 和 侧 向 迁移 两 种 类 型 . 
侧 向 迁移 指 知识 或 技能 在 相同 水 平 上 的 迁移 . 如 学 习 了 乘法 交换 


律 , 即 4xB = Bx4, 应 用 于 3 x5 = 5x3 和 本 x 1 ,1 


加 法 运算 | +- = “二 ,其 中 刺激 因素 与 反应 因素 均 类 似 , 当 


1 
村 = 5X3 等 
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不 同情 境 中 . 纵向 迁移 指 低位 的 技能 向 高 位 技能 迁移 . 如 学 习 了 
加 法 应 用 于 乘法 情境 ,学 习 了 概念 应 用 于 规则 学 习 情境 ,学 习 了 
简单 规则 运用 高 级 规则 学 习 情境 . 所 以 应 用 加 涅 的 智慧 技能 层级 
理论 来 指导 教学 ,有 助 于 先前 习 得 的 智慧 技能 的 迁移 和 新 的 高 一 
级 智慧 技能 的 学 习 . 

3. 运用 反省 认 知 理论 ,促进 策略 性 知识 的 学 习 和 迁移 

反省 认 知 在 认 知 策略 的 迁移 中 起 关键 作用 . 大 量 的 策略 训练 
研究 表明 ,在 特殊 情境 中 训练 的 策略 ,往往 不 能 在 新 的 情境 中 应 
用 . 也 就 是 说 ,策略 训练 不 能 接受 迁移 实验 的 检验 . 新 近 的 研究 表 
明 ,如果 把 策略 训练 提高 到 反省 认 知 水 平 , 则 策略 训练 的 迁移 效 
果 良 好 . 因此 ,从 迁移 的 观点 看 ,我们 在 教学 中 不 仅 应 教 给 学 生 某 
些 学 习 记忆、 阅读 或 写作 的 方法 ,而 且 在 教学 中 应 注意 解决 四 个 
“W”" 问题. 这 样 ,策略 训练 将 会 出 现 良好 的 迁移 效果 . 

4. 数学 问题 的 解决 过 程 及 其 知识 类 型 分 析 

现代 认 知 心理 学 把 解决 数学 问题 的 过 程 分 解 为 读 题 与 分 析 、 
列 式 、 解 题 \ 调 控 四 个 过 程 . 我 们 以 一 数学 题 为 例 . 

“里. 乙 两 庄 距 离 4 公 里, 小明、 小 刚 从 甲 庄 出 发 往 乙 庄 . 小 明 
每 小 时 走 2 000 米 ,小 刚 每 小 时 走 3 000 米 . 小 明 比 小 刚 提前 30 分 
钟 出 发 , 问 小 刚 追 上 小 明 时 距离 乙 庄 还 有 多 远 ?” 

(1) 读 题 与 分 析 ” 指 解 题 者 形成 问题 的 过 程 ,表现 为 明确 问 
题 给 定 的 条 件 、 目 标 及 允许 的 操作 范围 等 等 . 通俗 的 说 法 就 是 读 
懂 题 目 ,理解 题 意 ,这 在 心理 学 上 叫 问 题 表征 . 其 心理 过 程 就 是 学 
习 者 将 外 在 印刷 符号 所 表达 的 题 意 转化 为 内 在 的 命题 表征 . 其 外 
在 表现 就 是 学 习 者 能 用 自己 的 话 陈述 问题 的 条 件 和 目标 . 这 是 第 
一 层次 的 问题 表征 . 解 题 者 要 完成 这 些 ,必须 具备 有 关 语 词 知识 
和 数学 知识 . 如 理解 “距离 " “提前 "“ 追 "等 词 的 含义 ,知道 “1 
公里 = 1 000 米 ",“1 小 时 = 60 分 钟 "等 等 . 这 些 均 属于 陈述 性 
知识 . 
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问题 表征 的 第 二 个 层次 是 深层 理解 , 即 在 表层 理解 的 基础 上 
将 问题 综合 成 一 个 有 关 条 件 及 目标 的 统一 的 心理 表征 . 

(2) 运 用 中 学 的 方法 设计 解 题 计算 ( 列 方程 ) 

设 :小 刚 用 的 时 间 为 x 小 时 , 设 相 遇 处 到 乙 地 的 距离 为 y 公 
里 ,由 题 得 方程 组 

[ 000( 广 + = 4000 -Yy 
3 000x = 4000 -y 
(3) 解 方程 (解决 问题 ) 
% = y = 1 000 

(4) 自 我 调控 ”这 一 过 程 实际 上 贯穿 解决 问题 的 整个 过 程 ， 
它 包括 考察 问题 的 表征 是 否 正 确 、 解 题 计划 是 否 能 达到 最 终 目 
标 \ 计 划 的 执行 过 程 是 否 正确 ,如 对 分 式 方程 .无 理 方程 的 解 的 检 
验 ,判断 最 终 的 解答 是 否 符合 要 求 等 等 . 在 这 个 过 程 中 ,学 习 者 主 
要 应 用 自己 的 策略 性 知识 及 反省 认 知 的 能 力 . 

从 上 述 分 析 可 以 看 出 ,陈述 性 知识 、 程 序 性 知识 和 策略 性 知 
识 在 解 题 的 每 个 阶段 所 起 的 作用 是 不 同 的 ,而 反省 认 知 能 力 在 整 
个 过 程 中 起 重要 作用 . 早 在 19 世纪 , 皮 亚 杰 在 知识 建构 机 制 方 
面 ,就 强调 自我 调节 . 自我 调节 的 重要 特点 包括 :自我 调节 比 遗 传 
性 的 传递 更 普遍 ,自我 调节 最 后 导致 高 级 水 平 的 必然 出 现 等 . 主 
体 就 是 通过 反省 抽象 和 自我 调节 机 制 促 使 知识 的 广度 与 深度 不 
断 提 高 ,也 促使 新 的 结构 经 常 处 于 建构 之 中 . 
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第 三 章 “学习 动机 与 数学 学 习 


动机 是 学 习 个 体 进行 学 习 (包括 数学 学 习 ) 的 重要 一 部 分 , 动 
机 对 认 知 学 习 具 有 重要 作用 . 在 本 部 分 第 一 章 的 数学 学 习 里 ,就 
将 “学 习 动 机 ”与 “数学 认 知 ” 视 为 并 列 关系 . 本 章 对 动机 和 动机 
对 于 认 知 学 习 的 意义 进行 探讨 . 


$1 动机 对 于 学 习 的 意义 


1. 关于 动机 

心理 学 家 都 同意 把 学 习 个 体 的 学 习 行 为 起 因 归 结 于 学 习 者 
的 某 种 动机 . 心理 学 家 的 观点 ,并 不 一 定 为 所 有 人 所 接受 . 笔者 也 
曾 一 直 认 为 数学 学 习 仅 与 个 人 的 智商 有 关 , 从 而 忽视 学 习 个 体 的 
学 习 动机 作用 . 但 是 ,在 教学 实践 中 经 常 遇 到 这 样 一 些 学 生 : 本 人 
很 聪明 ,但 就 是 不 愿 学 习 , 有 的 还 说 “数学 题 并 不 难 做 ,就 是 不 想 
做 ”. 目前 这 样 的 学 生 群 似乎 还 在 增长 . 反思 数学 教育 ,发觉 心 理 
学 的 动机 理论 可 以 解释 数学 教育 中 “数学 题 不 难 做 ,就 是 不 想 做 ” 
的 现象 . 动机 是 什么 ?“ 动 机 ”就 如 “汽车 中 的 发 动机 ”; 如“ 火箭” 
的 动力 系统 . 动机 是 驱使 人 们 活动 的 一 种 动因 或 力量 ,包括 个 人 
的 意图 、 愿 望 \ 习 惯 \ 心 理 的 冲动 或 企图 达到 的 目标 等 . 

动机 具有 两 种 功能 :一 是 唤醒 功能 . 就 从 事 某 一 活动 来 说 , 具 
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有 适当 动机 的 人 同 不 具备 适当 动机 的 人 相 比 ,前 者 唤醒 水 平 高， 
注意 力 集中 ,后 者 唤醒 水 平 低 ,注意 力 分 散 二 是 指向 功能 , 当 动 
机 推动 人 的 活动 时 ,这 种 活动 总 是 具有 一 定 的 指向 性 , 即 促使 人 
的 行为 指向 某 一 客体 而 相应 地 忽视 其 他 的 客体 - 

2. 动机 的 差异 

前 文 曾 谈 到 过 个 体 差异 ,其 中 包括 个 体 间 的 动机 差异 . 这 是 
因为 ,动机 的 关键 之 处 是 需要 ,因为 人 们 的 需要 不 同 ,导致 人 们 行 
为 的 动机 不 同 ， 

心理 学 家 尝试 对 人 的 多 种 多 样 的 动机 进行 分 析 . 例如 ,根据 
动机 的 起 源 ,可 分 为 生理 动机 和 社会 性 动机 ;根据 动机 内 容 的 社 
会 意义 ,可 分 为 高 尚 的 正确 的 动机 和 低级 的 、 不 正确 的 动机 ; 根 
据 动 机 作用 的 时 间 的 长 短 以 及 它 与 活动 目标 的 关系 ,可 分 为 短暂 
的 .具体 的 动机 (近景 性 动机 ) 和 长 远 的 ,概括 的 动机 (远景 性 动 
机 ) ;此 外 ,根据 动机 的 动力 来 源 ,可 分 为 内 部 动机 和 外 部 动机 ， 
等 等 

在 上 述 多 种 动机 分 类 中 ,只 有 内 部 动机 与 外 部 动机 的 划分 得 
到 心理 学 家 的 公认 ,并 且 它们 对 教育 实践 具有 重要 的 应 用 价值 
内 部 动机 (又 称 内 部 动机 作用 ) , 指 人 们 对 活动 本 身 的 兴趣 所 引起 
的 动机 . 动机 的 满足 在 活动 之 内 ,不 在 活动 之 外 . 例如 因为 对 学 习 
数学 有 兴趣 ,其 活动 的 动机 是 内 部 动机 . 外 部 动机 ( 又 称 外 部 动机 
作用 ) , 指 人 们 由 外 部 诱因 所 引起 的 动机 ,动机 的 满足 不 在 活动 之 
内 ,而 在 活动 之 外 . 例如 ,学 习 数 学 出 于 升学 的 欲望 ,认为 数学 学 
习 对 自己 的 发 展 有 必要 . 

3. 对 影响 数学 学 习 动机 的 因素 调查 

在 教学 活动 中 ,笔者 通过 与 学 生 交谈 , 并 对 影响 学 生 数 学 学 
习 动 机 的 情况 进行 了 调查 ,认为 学 生 厌烦 数学 学 习 大 致 分 为 个 人 
的 生理 和 心理 因素 ,社会 的 影响 教学 中 的 因素 等 . 其 表现 为 : 

一 数学 的 抽象 性 、 严 谨 性 和 教学 沾 过 早 的 抽象 训练 ,使 学 


231 


生产 生 对 数学 单调 和 枯燥 的 感觉 . 

一 一 对 数学 的 意义 和 数学 的 价值 认识 不 足 , 并 认为 数学 的 用 
处 和 目的 存在 距离 ,感到 学 习 数 学 无 用 . 

一 一 学 生 本 身 性 格 差 异 ,如 喜爱 文学 体育、 文艺 方面 …… 个 
人 的 价值 观 不 同 ,引起 的 厌 学 . 

一 一 学 生生 长 发 育 期 间 的 情绪 对 数学 兴趣 的 排挤 . 

一 一 以 前 “精英 教育 “应试 教育 "的 弊端 ,导致 考试 和 升学 
无 望 的 学 生 对 数学 产生 厌倦 ,对 数学 失望 ;今天 ,有 的 学 生 因 为 无 
力 支 付 高 额 的 学 费 , 影 响 了 经 济 困难 学 生 的 数学 兴趣 . 

一 一 社会 对 数学 价值 忽视 ,认为 “不 学 数学 也 过 一 辈子 ” ,对 
学 生产 生 了 不 良 的 影响 . 

一 一 社会 对 数学 人 才 不 重视 和 对 人 的 数学 素质 的 冷漠 产生 
的 副作用 . 

一 一 学 校 滥 发 证 书 ,和 社会 上 的 “ 假 证 泛滥 ”, 为 一 些 人 提供 
投机 机 会 ,使 数学 学 习 的 过 程 “贬值 ”. 

一 一 娱乐 场 文化 的 蒙蔽 和 诱惑 ,对 学 生 数学 兴趣 干扰 . 

一 一 学 术 界 “ 萝 春 上 现 象 ”, 给 学 生 造 成 的 负面 影响 . 

一 一 教 法 陈旧 及 师 道 尊严 的 课堂 文化 ,使 学 生 对 数学 兴趣 
渐 减 . 

一 一 理论 与 实际 联系 不 够 ,使 学 生 对 数学 的 目的 感到 茫然 

一 一 学 生 个 人 、 家 庭 、 环 境 的 一 些 非常 偶然 的 变化 所 引起 的 
情绪 波动 ,导致 数学 兴趣 的 波动 . 


$2 ”关于 动机 作用 的 心理 学 理论 


由 于 学 习 个 体 存 在 差异 ,人 们 的 学 习 动 机 也 多 种 多 样 , 存 在 
着 差异 . 同样 ,人 们 对 动机 的 作用 也 有 多 种 多 样 的 解释 . 
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一 \ 弗 洛 伊 德 的 本 能 论 


1. 本 能 论 

本 能 论 是 弗 洛 伊 德 学 说 的 重要 组 成 部 分 ,也 是 他 的 人 格 理论 
动力 学 基础 . 弗 洛 伊 德 认为 本 能 是 人 的 生命 和 生活 中 的 基本 要 
求 \ 原 始 冲 动 和 内 驱 力 . 本 能 主要 有 四 个 特点 :中 本 能 的 根源 性 ， 
即 任何 本 能 均 源 于 人 体内 部 的 需要 或 冲动 ,将 体内 的 能 量 释放 出 
来 . @) 本 能 的 目的 性 , 即 消除 某 种 本 能 刺激 的 根源 ,以 满足 体内 的 
需要 状态 . @ 本 能 的 对 象 性 , 即 本 能 行为 为 达到 目的 所 利用 的 对 
象 以 及 所 采用 的 手段 . 本 能 的 对 象 ,可 以 是 自身 ,也 可 以 是 其 他 
物 . @ 本 能 的 动力 性 , 即 本 能 总 是 具有 某 种 数量 和 强度 的 力 ,其 大 
小 由 本 能 拥有 心理 能 量 多 少 来 决定 . 美国 早期 著名 的 心理 学 家 威 
廉 ' 詹姆斯 ( Willian James) 在 他 所 著 的 (与 教师 谈心 理学 》 书 中 
有 与 动机 关系 最 密切 的 是 “与 惯 "这 一 章 . 他 说 :“ 根 据 你 作出 的 每 
一 个 决心 ,根据 你 每 一 种 情绪 上 的 鼓励 来 理解 你 最 初 行动 的 可 能 
性 ,你 体验 到 的 只 是 一 种 习惯 的 力量 . "因此 ,对 于 詹姆斯 来 说 , 动 
机 是 属于 一 种 意志 或 决心 的 活动 ,而 这 种 意志 或 决心 的 基础 在 于 
本 能 的 习惯 . 在 心理 学 界 被 誉 为 教育 心理 学 创始 人 的 桑 代 克也 认 
为 行为 的 源泉 是 本 能 . 

2. 驱 力 说 

最 早 用 内 驱 力 这 一 词语 的 人 是 吴 伟 士 (R. 5. Woodworth， 
1918) ,但 驱 力 说 的 闻名 却 应 归功 于 替 尔 (C.L. Bol). 吴 伟 士 认 
为 ,人 的 活动 包括 内 驱 力 和 机 制 两 个 方面 . 其 中 机 制 是 指 原因 通 
向 结果 的 历程 , 即 刺 激 达到 反应 的 关系 . 它 作为 行为 和 外 在 方式 
和 实现 的 途径 ,主要 回答 “怎么 样 " 的 问题 . 在 机 制 之 外 , 必 有 推动 
机 制 的 原动力 ,这 就 是 内 驱 力 . 内 驱 力 是 激发 机 制 的 内 在 条 件 , 即 
行为 的 发 动 者 . 它 回答 的 是 "为 什么 "的 问题 . 譬如 陈省身 院士 ,人 
生 基 年 回 到 南开 讲学 ,这 一 个 行动 的 内 驱 力 是 “把 中 国人 不 如 外 
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国人 的 心理 改过 来 ”, 让 中 国 成 为 数学 大 国 . 

3 强化 说 

现代 刺激 反应 理论 家 不 仅 用 强化 来 解释 操作 学 习 的 发 生 ,而 
且 也 用 强化 来 解释 动机 的 引起 . 在 强化 论 看 来 ,过 去 受到 强化 的 
行为 比 没有 受到 强化 的 行为 更 有 可 能 重复 出 现 . 斯 金 纳 等 行为 主 
义 者 认为 ,强化 程式 的 变化 对 行为 的 形成 有 很 大 的 影响 . 在 连续 
强化 和 间断 强化 两 大 类 中 ,斯 金 纳 认为 ,两 者 在 抵抗 不 强化 条 件 
下 的 消退 上 有 很 大 差异 . 连续 强化 容易 消退 ,间接 强化 则 不 容易 
消退 . 在 学 习 中 受到 强化 ( 如 得 到 好 的 分 数 ,教师 与 家 长 的 认可 ) 
的 学 生 将 会 产生 一 些 学 习 的 动机 ,没有 得 到 强化 (如 没有 得 到 好 
的 分 数 ,教师 .家 长 没有 对 他 们 的 学 习 给 予 夸奖 ) 的 学 生 将 不 会 产 
生 学习 动 机 . 因此 ,强化 是 行为 的 决定 因素 . 

4. 成 就 动机 论 

在 过 去 的 30 年 中 ,成 就 动机 的 问题 同样 为 许多 研究 者 们 所 
注目 . 在 该 领域 中 ,最 初 的 研究 来 自 默 里 (H. A. Murray ) 有 关 人 类 
动机 的 假设 . 默 里 及 其 同事 考察 了 一 系列 人 类 动机 ,其 中 成 就 需 
要 被 认为 是 一 种 “普遍 的 需要 ”, 即 成 就 动机 论 . 他 将 其 定义 为 “ 克 
服 障碍 施展 才能 ,力求 尽快 尽 好 地 解决 某 一 难题 ,从 而 来 显示 自 
己 的 成 就 ”. 

麦克 勒 伦 提出 “成 就 需要 "一 词 . 他 认为 高 的 成 就 需要 与 企业 
家 的 行为 有 很 大 的 相关 . 成 就 需要 高 的 人 ,行为 方式 通常 更 像 成 
功 的 企业 家 . 他 们 喜欢 对 问题 承担 个 人 责任 ,能 从 完成 一 项 任务 
中 获得 一 种 满足 感 . 在 解决 问题 时 ,成 就 动机 高 的 人 毅力 强 , 而 且 
总 是 倾向 于 将 自己 的 失败 归 因 于 努力 不 够 而 不 是 归 因 于 任务 太 
难 或 运气 不 佳 . 总 之 ,成 就 动机 高 的 人 希望 获得 成 功 ,而 当 他 们 失 
败 之 后 ,会 自我 调节 ,总结 经 验 , 会 加 倍 努力 ,直到 成 功 . 

阿 特 金 森 对 麦克 勒 伦 的 成 就 需要 理论 进行 了 提炼 和 补充 . 他 
指出 ,个 人 的 成 就 动机 分 成 两 类 :其 一 是 力求 成 功 的 需要 ;其 二 是 
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避免 失败 的 需要 . 他 在 研究 中 发 现 , 某 些 人 的 动机 中 ,避免 失败 的 
成 分 比 力求 成 功 的 成 分 更 多 ( 这 样 的 人 被 称 为 “避免 失败 者 ”)， 
而 另 一 些 人 的 动机 成 分 中 力求 成 功 的 成 分 比 避免 失败 的 成 分 多 
一 些 (这 样 的 人 被 称 为 "力求 成 功 者 " ). 避免 失败 者 的 一 个 重要 
特征 是 ,他 们 倾向 于 选择 非常 容易 或 非常 困难 的 任务 . 选择 容易 
的 任务 可 使 他 们 免 遭 失败 ,或 选择 的 任务 极其 困难 ,那么 即使 失 
败 ,也 可 找到 适当 的 借口 ,从 而 可 减少 失败 感 . 相反 ,力求 成 功 者 
旨 在 获取 成 就 ,他 们 最 有 可 能 选择 成 功 概率 为 50% 的 任务 ,因为 
这 种 选择 能 给 他 们 提供 最 大 的 现实 挑战 . 他 们 对 完全 不 可 能 成 功 
或 稳 操 胜 券 的 任务 ,动机 水 平反 而 下 降 . 

5. 马 斯 洛 的 需要 层次 论 

人 本 主义 心理 学 家 马 斯 洛 接受 这 样 一 种 观点 , 即 某 些 人 类 活 
动 是 由 生物 需要 的 满足 驱动 的 . 他 认为 ,人 有 七 种 基本 需要 ,这 些 
需要 从 低级 到 高 级 排 成 一 个 层级 ,如 图 2 -3 -1 所 示 , 而 较 低级 
的 需要 在 至 少 必须 部 分 满足 之 后 才能 出 现 对 高 级 需要 满足 的 追 
求 .他 认为 ,在 这 些 需 要 中 ,前 四 种 是 缺失 性 需要 ,它们 对 生理 和 
心理 的 健康 是 很 重要 的 ,必须 得 到 一 定 程度 的 满足 ,但 一 旦 得 到 
满足 ,由 此 而 产生 的 动机 就 会 消失 . 后 三 种 需要 是 成 长 需要 ,它们 
很 少 得 到 完全 的 满足 . 马 斯 洛 指出 ,行为 主义 者 从 动物 学 习 研 究 
中 所 作出 的 动机 假设 只 能 解释 缺失 性 需要 ,而 对 一 个 正常 健康 的 
人 来 说 , 因 这 些 需 要 已 得 到 相当 的 满足 ,他 们 的 行为 是 由 不 同类 
型 的 成 长 需要 所 决定 的 . 

在 马 斯 洛 的 理论 中 ,人 类 最 高 级 的 需要 是 自我 实现 ,他 将 其 
定义 为 "使 每 一 件 事 都 能 得 以 实现 的 愿望 . "自我 实现 的 人 不 仅 为 
自己 ` 他 人 所 认可 ,而且 心胸 开阔 、 幽 默 、 独 立 `. 具 有 创造 性 . 马 斯 
洛 将 这 一 需要 放 在 层级 的 顶端 以 示 这 种 最 重要 的 需要 的 实现 有 
束 于 其 他 需要 满足 . 
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图 2-3-1 
“( 采 自 Maslow 1970) 


6. 人 格 与 人 格 动力 说 

在 行为 心理 学 中 , 华 生 提 出 人 格 理论 . 他 认为 人 格 乃 是 一 切 
动作 的 总 和 ,是 我 们 所 有 的 各 种 习惯 系统 的 最 后 产物 . 他 还 认为 
人 格 是 可 以 改变 的 ,人 格 的 形成 和 人 格 的 改变 都 依赖 环境 . 

在 精神 心理 学 中 ,人 格 整体 论 是 荣 格 分 析 心 理学 家 的 核心 理 
论 . 荣 格 把 心灵 作 心 理学 的 研究 对 象 . 他 认为 心灵 是 一 先 在 性 的 
概念 . 心灵 ,从 本 体 看 是 一 个 实体 ;从 现在 存在 看 ,是 一 个 自律 性 
的 整体 ;从 人 类 个 体 看 ,是 一 个 整体 人 格 . 在 荣 格 看 来 心灵 或 人 格 
总 是 由 意识 (自我 ) 个 体 潜意识 (情绪 ) 和 集体 潜意识 (原型 ) 三 
个 层次 组 成 . 如 图 2 -3 -2. 
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、/ 个体 潜意识 ( 情绪 ) 


群体 潜意识 ( 原型 ) 


图 2-3-2 


荣 格 认为 ,人 格 动力 推动 人 格 的 发 展 . 荣 格 人 格 类 型 中 的 集 
体 潜意识 ,是 人 格 和 心灵 结构 最 底层 的 潜意识 部 分 ,是 生物 进化 
和 文化 历史 发 展 过 程 所 获得 的 心理 上 的 沉淀 物 ,是 祖先 在 世 世 代 
代 的 活动 方式 和 经 验 储存 在 人 的 头脑 中 的 遗物 痕迹 . 比如 在 历史 
的 长 河中 ,有 不 少 的 领袖 、 科 学 家 、 英 雄 等 可 以 作为 人 格 的 榜样 . 
以 人 格 的 榜样 作为 自己 的 人 格 动力 ,学 着 他 们 的 模样 去 奋斗 、 工 
作 、 奉 献 , 去 自我 实现 ,完善 自己 的 人 格 . 

7. 兴趣 

布 伦 塔 诺 (1838 ~ 1971 ) 把 意 动 分 为 三 类 ,其 中 一 类 为 兴趣 
(或 爱 异 运 动 ) ,包括 感情 .希望 ,决心 .意向 和 欲望 等 . 他 把 感情 和 
意志 并 为 一 类 ,在 他 看 来 ,认识 活动 ,尤其 是 观念 活动 乃 是 全 部 心 
理 活动 的 基础 ,而 感情 、 意 志 、 欲 望 则 是 心理 活动 的 动力 . 也 就 是 
把 兴趣 作为 心理 活动 的 动力 . 以 兴趣 为 动力 的 例子 很 多 ,如 菲 尔 
茨 奖 得 主 丘成桐 就 是 把 数学 学 习 当 作 兴 趣 的 . 
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二 、 学 习 动机 和 学 习 的 关系 


学 习 动 机 是 直接 推动 学 生 学 习 的 一 种 内 部 动力 . 学 习 动 机 和 
学 习 的 关系 主要 表现 为 一 种 间接 的 促进 或 促 退 的 关系 . 毛泽东 曾 
说 过 :“ 人 总 是 需要 一 点 精神 的 . "还 说 :先进 的 思想 一 旦 被 人 们 
掌握 ,就 会 变 成 改造 社会 .改造 世界 的 物质 力量 .” 这 里 面 强调 了 
人 的 内 在 动力 的 作用 . 学 习 动 机 是 学 习 活 动 顺利 进行 的 重要 支持 
性 条 件 . 

1. 学 习 动 机 在 学 习 中 的 一 般 性 作用 

学 习 动 机 对 于 人 类 的 学 习 可 以 发 挥 明显 的 推动 作用 . 要 达到 
有 效 地 进行 长 期 的 有 意义 的 学 习 , 动 遍 是 必 不 可 少 的 . 例如 ,对 于 
数学 的 学 习 , 需 要 个 体 不 断 地 作出 积极 的 努力 ,把 新 的 概念 、 原 理 
组 合 到 自己 原 有 的 知识 体系 内 ,要 求 个 体 具有 集中 注意 力 、 坚 持 
不 懈 以 及 提高 对 挫折 的 忍受 性 等 良好 的 意志 与 情感 方面 的 品质 . 
我 们 可 以 设想 ,要 一 个 人 去 做 一 件 自己 毫 无 兴趣 的 事情 ,或 对 于 
一 个 毫 无 知识 需要 的 学 生来 说 ,他 们 是 很 难 持久 努力 学 习 的 . 所 
以 ,对 于 学 校 中 进行 的 长 期 的 有 意义 的 数学 学 习 来 说 ,首先 要 激 
发 学 生 求知 的 需要 . 学 习 动 机 的 激发 与 维持 能 大 大 促进 学 习 . 

动机 对 有 意义 数学 学 习 的 影响 ,一般 来 说 并 不 是 直接 地 卷 人 
认 知 的 相互 作用 过 程 之 中 ,也 不 是 通过 同化 机 制 发 生 作用 ,而 是 
通过 加 强 努 力 ,集中 注意 和 对 学 习 的 积极 态度 去 影响 认 知 和 相互 
作用 过 程 . 动机 对 有 意义 数学 学 习 所 起 的 作用 ,是 激励 、. 鞭 策 作 
用 ,是 唤起 行动 的 作用 ;而 不 是 代替 行动 的 作用 . 

2. 不 同类 型 的 动机 作用 于 学 习 的 比较 

不 同类 型 的 学 习 动 机 对 学 习 的 影响 作用 不 相同 . 德 怀 克 
(C.S. Dweck ,1985 ) 根据 学 习 者 所 具有 的 学 习 动 机 的 目标 定向 的 
差异 ,将 其 划分 为 掌握 目标 定向 (mastering goal orientation ) 和 成 绩 
目标 定向 (performance goal orientation ) 两 类 . 他 指出 ,不 同 的 学 习 
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动机 目标 定向 影响 学 生 在 学 习 活 动 中 的 行为 表现 和 所 采取 的 学 
习 策 略 . 具备 掌握 目标 定向 的 学 生 会 以 积极 的 态度 去 对 待 学 习 任 
务 , 有 意识 地 监控 自我 对 学 习 内 容 的 理解 和 掌握 程度 ,倾向 于 采 
纳 精制 和 组 织 的 认 知 策略 ,把 新 知识 和 先前 知识 联系 起 来 . 而 那 
些 具有 成 绩 目标 定向 的 学 生 则 会 倾向 于 使 用 机 械 复述 的 策略 ,而 
不 是 针对 问题 进行 思考 和 反省 . 他 们 只 关注 最 终 成 绩 ,而 对 正在 
进行 的 学 习 过 程 并 不 感 兴趣 . 

3. 课堂 中 的 主要 学 习 动机 分 析 

根据 国内 外 的 研究 ,学生 课堂 学 习 的 主要 动机 集中 反映 在 成 
就 动机 上 . 所 谓 成 就 动机 ,前 面 已 提 到 ,是 指 个 人 愿意 去 做 、 去 完 
成 自 认 重 要 或 有 价值 的 工作 ,并 力求 达到 完美 地 步 的 一 种 内 在 的 
推动 力量 . 简 言 之 , 即 为 追求 成 就 ,希望 获得 成 就 的 动机 . 

成 就 动机 主要 由 以 下 三 个 方面 的 内 驱 力 构成 : 认 知 内 驱 力 、 
自我 激励 附属 内 驱 力 . 

(1) 认 知 内 驱 力 ” 认 知 内 驱 力 是 一 种 掌握 知识 、 技 能 和 阐明 、 
解决 学 业 问题 的 需要 . 即 一 种 指向 学 习 任务 的 动机 ,求知 的 欲望. 
实验 证 明 , 这 种 内 驱 力 主要 是 从 好 奇 的 倾向 对 于 探究 、 操 作 、 理 解 
外 界 事物 奥秘 的 欲望 ,以 及 为 应 付 环境 提出 的 有 关心 理 因素 中 派 
生出 来 的 众多 问题 等 . 例如 ,用 “圆规 ” 画 圆 ,用 “ 细 强 ”和 “钉子 ” 
作 椭 圆 , 使 小 学 生 感到 兴趣 和 好 奇 . 

然而 ,学 生 的 这 些 好 奇 心 与 探究 环境 的 倾向 ,最 初 只 是 潜在 
的 动机 力量 . 这 种 潜在 的 因素 要 通过 实践 活动 ,并 在 实践 活动 中 
不 断 取 得 成 功 才 能 逐渐 形成 和 稳固 下 来 . 例如 ,学 生 对 某 门 学 科 
如 数学 的 认 知 内 驱 力 或 兴趣 , 绝 不 是 生来 就 有 的 ,而 是 在 学 习 过 
程 中 ,由 于 多 次 获得 成 功 ,体验 到 满足 需要 的 乐趣 ,逐渐 巩固 了 最 
初 的 求知 欲 ,从 而 形成 了 一 种 比较 稳固 的 学 习 动 机 . 

认 知 内 驱 力 既 与 学 习 目 的 性 有 关 , 也 与 认 知 兴趣 有 关 . 因为 
当 一 个 人 清晰 地 意识 到 自己 的 学 习 活动 与 所 要 达到 的 目标 的 关 
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系 ,并 以 它 来 推动 自己 的 学 习 时 , 这 种 学 习 的 目的 就 成 为 一 种 有 
力 的 动机 . 具有 认 知 兴趣 或 求知 欲 强 烈 的 人 常常 会 废寝忘食 、 津 
津 有 味 地 去 学 习 ,并 从 中 获得 很 大 的 满足 . 

在 课堂 学 习 过 程 中 ,学 生成 功 的 学 习 经 验 又 会 使 他 们 期 望 在 
随后 的 学 习 中 获得 进一步 的 满足 ,并 反 过 来 进一步 唤醒 和 激发 动 
机 . 由 此 可 见 , 认 知 内 驱 力 与 学 习 之 间 的 关系 , 乃 是 互惠 的 . 认 知 
内 驱 力 对 学 习 起 推动 作用 ,学 习 又 转 而 增强 认 知 内 驱 力 . 

由 于 这 种 动机 指向 学 习 任务 本 身 (为 了 获得 知识 ) ,满足 这 种 
动机 的 奖励 (实际 获得 知识 ) 是 由 于 学 习 本 身 提 供 的 ,因而 也 被 称 
为 内 部 学 习 动机 . 当前 ,教育 家 和 第 一 线 的 教师 越 来 越 认识 到 且 
十 分 重视 内 部 动机 的 作用 , 越 来 越 强调 激发 学 生 进一步 学 习 的 
动机 . 

(2) 自 我 提高 的 内 驱 力 ”自我 提高 的 内 驱 力 是 指 个 体 因 自己 
的 胜任 能 力 或 工作 能 力 而 赢得 相应 地 位 的 需要 . 这 种 需要 是 由 人 
的 基本 需要 一 一 尊重 和 自我 提高 的 需要 所 派生 出 来 的 . 自我 提高 
的 内 驱 力 ,对 日 后 学 习 的 重要 作用 ,成 为 成 就 动机 的 主要 成 分 . 

自我 提高 的 内 驱 力 既 可 促使 学 生 把 自己 的 行为 指向 当时 学 
业 上 可 能 达到 的 成 就 ,又 可 促进 学 生 在 这 一 成 就 基础 上 把 自己 的 
行为 指向 今后 在 学 术 和 职业 方面 的 目标 . 由 于 某 人 的 数学 成 绩 显 
著 , 受 到 表扬 , 亮 得 同学 们 的 羡慕 等 ,这 还 可 进一步 提高 他 的 积极 
性 ,为 夺 得 更 大 成 绩 而 努力 . 

自我 提高 的 内 驱 力 与 认 知 内 驱 力 不 一 样 . 它 并 非 直接 指向 学 
习 任务 本 身 , 而 是 把 一 定 成 就 看 作 赢得 一 定 地 位 和 自尊 心 的 根 
源 . 因为 一 个 人 赢得 的 地 位 通常 是 与 他 的 成 就 水 平 或 能 力 水 平 相 
称 的 . 成 就 的 大 小 决定 着 他 所 赢得 地 位 的 高 低 , 同 时 又 决定 着 自 
苯 需 要 满足 与 否 . 它 显然 是 一 种 外 部 动机 . 在 课堂 学 习 中 认 知 内 
驱 力 (内 部 动机 ) 固然 重要 ,但 适当 激发 学 生 自我 提高 的 动机 ( 外 
部 动机 ) 也 是 必要 的 . 璧 如 ,学 校 教育 中 通常 采用 评 “ 三 好 学 生 ”、 
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评 “ 优 秀 干部 "的 方式 ,或 用 学 习 反馈 ,以 物质 与 精神 奖励 的 方式 
引发 学 生 的 动机 ,以 此 激 起 他 们 的 学 习 热情 . 但 是 ,不 可 走向 极 
端 , 尽 可 能 不 让 学 生 在 学 业 上 屡 遗 失败 . 如 果 考 试 一 直 得 低 分 ,学 
生 便 会 产生 焦虑 ,从 而 严重 伤害 学 生 的 自尊 心 . 经 常 失败 的 体验 
还 会 导致 志向 水 平 的 降低 ,最 终 将 引起 回避 和 退缩 反应 , 以致 丧 
失学 习 的 信心 . 在 自我 内 驱 力 的 引导 方面 ,应 提高 自我 内 驱 力 的 
层次 . 荣 格 的 人 格 动力 学 认为 , 正 是 人 格 的 动力 推动 人 格 发 展 . 那 
么 就 应 该 选 定 自己 的 人 格 目 标 , 把 人 格 目 标 作为 自我 内 驱 力 ,如 
把 “四 有 人 才 " “有益 于 国家 和 人 民 " 的 人 作为 目标 ,把 牛顿 、 丘 
成 桐 那 样 的 人 作为 目标 . 教师 要 向 学 生 介绍 一 些 数学 家 、 科 学 家 
的 事迹 和 人 格 ,讲述 国家 建设 的 形势 与 青年 人 的 责任 ,使 学 生 认 
识 自 己 肩负 的 历史 使 命 和 人 格 目标 ,使 之 为 其 人 格 目标 ,奋斗 不 
息 ,以 达到 人 格 各 方面 的 完善 与 和 谐 ,并 完成 自己 的 自我 实现 . 

(3) 附 属 内 驱 力 ”附属 内 驱 力 是 指 一 个 人 想 获得 自己 所 附属 
的 长 者 (如 家 长 .教师 ) 的 赞许 和 认可 ,取得 应 有 的 赏识 的 欲望 . 也 
就 是 说 ,学 生 努 力求 得 学 业 成 就 ,并 不 是 把 这 种 成 就 看 作 赢 得 地 
位 的 手段 ,而 是 为 了 从 长 者 那里 得 到 赞许 或 认可 . 之 所 以 会 产生 
这 种 动机 是 因为 :第 一 ,学 生 与 长 者 (父母 .教师 ) 在 感情 上 具有 一 
定 的 依附 性 ,长 者 是 学 生 追 随和 效法 的 榜样 ;第 二 -学 生 从 长 者 那 
里 博得 赞许 或 认可 ,会 获得 一 种 派生 的 地 位 , 如 赢得 别人 的 羔 
莫 等 . 

研究 表明 ,具有 高 度 附 属 感 的 学 生 , 一旦 得 到 长 者 的 肯定 或 
表扬 ,会 进一步 努力 学 习 , 并 取得 良好 的 成 绩 . 反之 ,他 们 的 学 习 
积极 性 就 会 下 降 . 

成 就 动机 中 的 三 个 组 成 部 分 一 一 认 知 内 驱 力 、 自 我 提高 内 豫 
力 和 附属 内 驱 力 在 动机 结构 中 所 占 的 比重 ,通常 随 着 年 龄 性别、 
人 格 结构 、 社 会 地 位 、 文 化 背景 等 因素 的 变化 而 变化 . 在 儿童 早 
期 ,附属 内 驱 力 最 为 突出 ,到 了 儿童 后 期 和 青年 期 ,附属 内 驱 力 不 
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仅 在 强度 上 有 所 减弱 ,而 且 开 始 从 父母 转向 同龄 伙伴 . 在 这 期 间 ， 
来 自 同 伴 的 赞许 就 成 为 一 个 强 有 力 的 动机 因素 . 


§ 3 ”学习 动机 的 激发 和 维持 


一 唤醒 需要 ,激发 求知 欲 


1. 唤醒 与 学 习 

个 体 需要 未 得 到 满足 时 ,就 处 于 唤醒 状态 . 心理 学 家 认为 此 
时 学 习 者 是 清醒 的 警觉 的 ,其 神经 系统 处 于 激活 状态 ,对 于 即将 
出 现 的 刺激 有 一 种 加 工 的 准备 倾向 ,这 时 保证 心智 活动 的 效率 是 
非常 必要 的 . 耶 克 斯 和 多 德 森 (R. M. Yerkes & J.D. Dodson ,1908 ) 
提出 唤醒 水 平和 活动 成 效 间 的 倒 U 型 关系 , 即 唤 醒 水 平 过 高 或 过 
低 都 不 利于 解决 问题 ,而 以 中 等 程度 的 唤醒 为 最 佳 . 唤醒 水 平 与 
活动 有 效 关 系 还 与 所 要 完成 的 任务 性 质 有 关 . 

适度 的 唤醒 是 保证 学 习 效 率 的 基本 前 提 . 因此 ,教师 应 了 解 
学 生 的 身心 状态 ,并 利用 各 种 因素 来 控制 学 生 唤 醒 水 平 . 首先 , 教 
师 可 利用 各 种 环境 因素 来 唤醒 学 生 做 好 学 习 准 备 . 其 次 ,教师 通 
过 向 学 生 显示 需要 对 象 和 学 习 活 动 间 的 联系 来 激发 学 习 动 机 . 璧 
如 让 学 生 认 清 在 国家 建设 和 知识 经 济 的 形势 下 , 认 准 自己 的 任务 
与 使 命 , 激 发 学 生 的 学 习 兴 趣 和 求知 欲 . 

2. 激发 学 习 兴 趣 和 求知 欲 

(1) 创 设 问 题 情境 ,激发 学 生 求 知 欲 ”创设 问题 情境 就 是 在 
讲授 内 容 和 学 生 求 知心 理 间 制造 的 一 种 “不 协调 ” ,将 学 生 引入 一 
种 与 问题 有 关 的 情境 中 . 创设 问题 情境 时 应 注意 问题 要 小 而 具 
体 、 新 疾 有 趣 、 有 适当 的 难度 ,有 启发 性 ,善于 将 所 要 解 尖 的 课题 
寓于 学 生 实际 掌握 的 知识 基础 之 中 ,造成 心理 上 的 悬念 . 譬如 在 
“平面 内 到 两 定点 距离 之 和 为 定 值 的 动 点 的 集合 "是 椭圆 ,那么 
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“到 两 定点 距离 之 差 为 定 值 的 动 点 轨迹 "是 什么 ”以 此 激 起 学 生 
的 兴趣 . 

(2) 丰 富 材料 呈现 法 ”通过 采用 图 画 、 幻 灯 、 录 像 .报告 会 、 实 
验 演示 、 参 观 考察 等 多 种 方式 来 培养 学 生 对 学 习 内 容 的 浓厚 兴 
趣 . 教师 也 可 以 通过 使 学 生 参 与 学 习 活动 过 程 来 达到 以 上 目的 . 

《3) 利 用 学 习 动机 的 迁移 “在 学 生 尚 没有 明确 的 学 习 目 的 ， 
对 学 习 缺 乏 动力 的 时 候 , 教 师 可 利用 学 生动 机 的 迁移 ,因势利导 
地 把 学 生 已 有 的 对 其 他 活动 的 兴趣 转移 到 数学 学 习 上 来 . 利用 动 
机 迁移 原理 时 ,教师 必须 要 让 学 生 感 受到 充分 理解 原 有 活动 对 于 
学 好 即将 要 学 习 内 容 的 意义 ,从 而 激发 学 生 学 习 新 知识 的 强烈 
动机 . 

二 \ 焦 虑 的 调节 


1. 焦虑 对 学 习 的 影响 

焦虑 是 一 种 心理 现象 , 弗 洛 伊 德 精神 分 析 心 理学 认为 它 是 一 
种 遇 到 刺激 或 挫折 时 ,表现 出 的 不 安 ` 担 忧 和 紧张 感 . 弗 洛 伊 德 还 
将 其 分 为 早期 焦虑 和 后 期 焦虑 . 其 原因 在 于 害怕 失败 ,担心 不 能 
完成 任务 以 致 随 之 而 来 的 自尊 的 丧失 . 

焦虑 对 学 习 的 影响 与 学 习 活动 的 性 质 有 关 . 对 简单 练习 性 
的 任务 ,一 定 程度 的 焦虑 水 平 具 有 促进 作用 ,但 对 复杂 、 新 颖 需 付 
出 心智 努力 的 任务 ,高 焦虑 就 会 产生 妨碍 作用 . 有 国外 学 者 在 
1985 年 提出 焦虑 对 学 习 活 动产 生 的 三 种 危害 作用 :一 是 产生 注意 
力 分 散 ,影响 对 有 关 信 息 的 掌握 ;二 是 影响 学 习 策略 的 有 效 运 用 ; 
三 是 妨碍 考试 策略 的 运用 ,对 已 掌握 的 内 容 也 不 能 回答 . 柯 维 顿 
( M. Covington ,1992) 对 这 三 种 危害 作用 产生 的 阶段 作 了 分 析 . 第 
一 阶段 是 判断 ,在 考试 开始 时 学 生 首先 判断 是 挑战 还 是 威胁 , 如 
判断 为 威胁 便 产生 焦虑 ,导致 注意 力 分 散 ,学 生 开始 关注 活动 成 
败 ,怀疑 自己 能 力 水 平 ,担心 能 否 达 到 预期 目标 等 等 . 因而 对 新 信 
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县 的 接收 和 理解 都 受到 影响 ,并 影响 到 对 题目 的 理解 . 第 二 阶段 
是 学 习 和 解 题 阶段 ,由 于 同样 的 原因 ,学 生 关 注 是 否 有 效 地 解决 
问题 而 不 是 如 何 去 解 决 问题 ,不 能 很 好 地 使 用 学 习 策 略 ,尤其 对 
零散 的 材料 的 组 织 和 难度 较 大 材料 的 理解 ,以 及 从 记忆 库 中 提取 
相关 信息 解决 当前 问题 方面 受到 极 大 干扰 ,同时 开始 考虑 建立 不 
合理 的 目标 或 干脆 拖延 ,结果 更 加 影响 学 习 的 有 效 性 . 最 后 一 个 
阶段 是 回答 问题 阶段 ,由 于 焦虑 使 学 生 对 于 他 已 掌握 的 内 容 无 法 
提取 ,原本 能 够 解答 的 问题 也 无 法 解答 . 教学 中 教师 认真 关注 学 
生 表 现 出 的 焦虑 现象 ,并 给 予 适度 调控 ,对 于 学 生 的 数学 学 习 是 
有 益 的 . 

2. 防止 焦虑 

在 如 何 使 学 生 避 免 焦 虑 方面 ,教师 应 注意 以 下 几 个 方面 ; 

第 一 是 教学 方面 . 中 应 给 予 清晰 的 教学 ,使 学 习 的 内 容 有 明 
确 的 结构 , 即 让 学 生 感到 教学 的 内 容 是 明晰 而 具体 的 . 往往 是 教 
师 的 教学 内 容 越 含糊 ,学 生 对 考试 就 越 紧张 . @ 作 业 测验 、 考 试 
的 时 间 内 容 安排 适当 ,平时 作业 和 一 般 测验 最 好 不 要 有 太 紧 的 
时 间 限 制 并 允许 在 上 交 前 修正 遗漏 和 错误 . @@ 教 育 学 生 形成 正确 
的 考试 态度 ,掌握 若干 考试 策略 . 如 提高 对 考试 意义 的 认识 、 考 试 
时 间 的 安排 ,检查 策略 的 运用 等 等 . 

第 二 是 人 本 主义 关怀 方面 . 帮助 学 生 总 结 经 验 , 正 视 现 实 , 树 
立 自信 心 ,对 不 同性 格 的 学 生 , 给 予 不 同 的 指导 . 让 学 生 相信 成 功 
靠 自 己 努 力 奋 斗 , 自 我 实现 . 


三 动机 的 自我 调控 


学 习 动机 的 一 个 重要 影响 因素 是 期 望 , 即 对 自己 能 否 完成 这 
一 任务 的 预期 ,但 在 学 习 过 程 中 ,动机 会 受到 许多 干扰 ,需要 人 们 
对 于 动机 的 自控 . 
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1. 自省 和 调节 

关于 知识 建构 的 心理 机 制 是 皮 亚 杰 发 生 认识 论 研究 的 主要 
内 容 . 皮 亚 杰 认 为 有 两 种 心理 机 制 :反省 抽象 和 自我 调节 . 中 反省 
抽象 是 指 先行 阶段 的 动作 结构 和 运算 结构 在 高 一 层次 上 进行 新 
的 组 合 ,从 而 把 它 整 合 到 更 高 水 平 的 较 丰 富 的 结构 之 中 ,如 在 知 
识 认 知 中 非 欧 几何 对 欧 氏 几何 的 整合 . @ 自 我 调节 ,使 有 机 机 体 
(学 生 ) 能 改变 自身 的 潜在 能 量 . 笔者 认为 皮 亚 杰 的 反省 抽象 和 自 
我 调节 也 可 移植 到 动机 的 自我 调控 之 中 . 

2. 客观 分 析 课 业 成 败 的 原因 ,建立 积极 的 自我 能 力 信 和 念 

(1) 归 因 对 学 习 的 影响 ” 威 纳 (B. Weiner,1979 ) 提出 的 归 因 
理论 更 为 全 面 地 分 析 了 一 个 人 对 其 活动 成 败 原因 的 看 法 及 这 种 
看 法 对 动机 的 影响 . 威 纳 认 为 ,学 生 对 自己 课业 成 败 的 原因 主要 
归 为 :能 力 、 努 力 \ 任 务 难度 机遇、 他 人 帮助 情绪 等 ,而 所 有 这 些 
因素 可 以 归 人 三 大 维度 :控制 源 ( 个 人 内 部 因素 还 是 外 部 环境 因 
素 决定 了 一 个 人 的 成 败 ) ;稳定 性 (这 些 因素 是 否 可 变 ) ; 可 控 性 
(行为 者 能 否 控制 这 些 因素 ). 见 表 2 -3 - 1. 


表 2 -3 -1 威 纳 的 归 因 模型 


内 部 ( 归 因 ) 外 部 ( 归 因 ) 
稳定 的 不 稳定 的 


平 时 的 | 对 特定 任务 的 努 | 通常 他 人 (如 老 | ; 


力 ; 随 知识 技能 而 
努力 增长 的 能 力 观 师 ) 对 我 的 帮助 


人 情绪 ,健康 | 任务 难度 


| 的 能 力 观 | 
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威 纳 认为 控制 源 主要 与 一 个 人 的 自尊 有 关 . 把 成 功 归于 内 部 
因素 则 产生 自豪 ,强化 动机 ;反之 把 失败 归于 内 部 因素 则 减少 自 
尊 . 稳定 性 与 未 来 的 期 待 有 关 ,把 成 败 归 于 稳定 的 因素 ( 如 难度 )， 
则 会 预期 同样 难度 上 的 成 败 ,而 归于 不 稳定 因素 (如 运气 、 情 绪 
等 ) , 则 会 因 预 期 成 败 引起 情绪 发 生变 化 . 可 控 性 与 体验 有 关 , 把 
成 功 归于 不 可 控 因 素 则 产生 幸运 或 感激 ,把 失败 归于 可 控 因 素 则 
产生 羞辱 和 负 罪 感 ,归于 不 可 控 因素 则 产生 愤怒 . 威 纳 发 现在 不 
同情 境 中 学 生 对 成 败 有 不 同 归 因 ,并 对 其 后 继 行 为 产生 巨大 的 动 
机 作用 ,尤其 是 否 将 成 败 归 于 能 力 和 努力 这 两 个 内 部 因素 最 为 关 
键 . 长 期 归 因 于 能 力 将 形成 个 体 自我 有 效 感 ,而 自我 有 效 感 一 旦 
形成 又 反 过 来 影响 对 某 一 具体 活动 成 败 的 归 因 . 追求 成 功 的 学 生 
则 倾向 于 认为 他 们 基本 能 够 控制 自己 的 学 习 活动 ,因而 认为 能 力 
不 是 成 败 的 主要 因素 ,成 败 主要 与 努力 的 质量 有 关 , 他 们 把 成 功 
归于 努力 与 能 力 ,把 失败 则 归 因 于 缺乏 适当 的 努力 . 这 样 成 功 便 
是 有 能 力 的 标志 ,而 失败 则 是 需要 加 倍 努力 的 信号 ,失败 不 构成 
威胁 . 而 力求 避免 失败 的 学 生 把 失败 归于 能 力 缺 乏 ,成 功 归 于 外 
部 因素 ( 如 运气 、 容 易 等 ) ,无 论 成 败 都 不 会 激励 其 进一步 努力 ,如 
果 学 习 者 长 期 把 学 业 的 失败 归于 稳定 不 变 的 不 可 控制 的 内 部 因 
素 的 能 力 缺 乏 ,其 结果 使 他 们 产生 了 这 样 一 种 信念 :无 论 怎么 努 
力 都 不 能 避免 失败 的 结果 ,并 由 此 产生 温 丧 、 无 助 和 冷漠 ,不仅 不 
去 积极 寻求 成 功 ,甚至 不 去 避免 失败 . 这 些 学 生 在 课堂 活动 中 既 
不 以 掌握 为 目标 ,也 不 以 成 绩 为 目标 , 而 是 以 如 何 甫 衍 、 应 付 老 
师 、 打 发 时 间 为 目标 ,或 者 把 目标 转向 其 他 活动 ,甚至 产生 反 社 会 
的 行为 . 

(2) 影 响 学 生 归 因 的 因素 ” 柯 维 顿 提 出 “自我 价值 ”理论 来 
分 析 学 生 的 归 因 倾向 ,主张 动机 的 关键 因素 是 试图 维护 对 自己 能 
力 的 肯定 性 知觉 ,这 是 自尊 的 基础 . 如 果 个 体 在 任务 中 失败 ,反馈 
就 会 显示 其 可 能 缺乏 能 力 ,失败 也 会 产生 无 足 轻重 和 自我 否定 的 
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情感 体验 . 其 结果 是 个 体 在 面临 可 能 失败 的 时 候 , 就 会 尽 可 能 避 
免 这 种 情境 或 避免 做 出 缺乏 能 力 的 推理 ,通过 不 努力 或 者 假装 
努力 而 多 方面 寻求 解释 失败 借口 的 方式 来 掩盖 自己 的 真实 感受 . 
因此 教师 应 尽力 防止 学 生 做 出 这 种 归 因 ,合理 把 握 对 努力 的 强化 
程度 . 格雷 汉 姆 (S. Craham,1991 ) 等 研究 表明 ,如 果 教 师 对 学 生 的 
错误 表示 不 适当 的 同情 遗憾 ,学 生 很 可 能 把 失败 归 之 于 缺乏 能 
力 ,在 这 种 情况 下 批评 反而 是 恰当 的 . 只 有 在 学 生 把 失败 归 之 于 
外 部 不 可 控 因 素 (如 问题 难度 等 ) 的 时 候 ,教师 才 应 给 予 同情 、 鼓 
励 . 另 一 方面 ,如 果 教 师 对 学 生 的 努力 进行 额外 的 表扬 或 学 生 提 
出 要 求 之 前 就 给 予 帮助 ,也 可 能 被 视 为 缺乏 能 力 . 艾 米 斯 (R. A- 
mes,1990) 指 出 , 当 学 生 已 尽 了 最 大 努力 之 后 ,如 果 教 师 还 向 他 们 
指出 这 样 的 努力 不 足以 解决 问题 时 ,学 生 很 可 能 把 失败 归 之 于 能 
力 缺 乏 . 还 有 ,如 果 教 师 过 于 强调 持续 的 刻苦 努力 对 于 完成 一 项 
任务 的 重要 性 ,也 会 使 学 生 认 为 它 难以 达到 目标 从 而 导致 放弃 
努力 . 

教师 除了 帮助 学 生 分 析 课 业 失 败 的 合理 原因 之 外 ,还 应 培养 
其 对 能 力 的 信念 ,不 断 使 其 体验 到 因 具 备 能 力 而 导致 成 功 的 喜 
悦 ,强调 努力 带 来 的 成 功 同 时 也 是 能 力 的 体现 . 因为 能 力 具 有 长 
期 稳定 性 ,因此 能 力 对 激发 动机 更 为 重要 . 对 于 已 经 形成 自我 有 
效 感 的 学 生 , 除 用 “ 勤 能 补 拙 ” 的 道理 激发 其 学 习 动 机 之 外 ,更 要 
让 其 在 不 断 的 成 功 中 改变 其 “ 拙 ”的 观念 , 切 不 可 反 其 道 而 行 之 ， 
使 学 生 陷入 “ 习 得 性 无 助 ” 的 境地 , 变 成 接受 失败 者 . 


三 \ 教 师 对 学 生 学 习 动 机 的 维持 


影响 学 生 学 习 动 机 的 因素 ,来 自 两 方面 :一 是 个 体内 部 , 另 一 
方面 是 个 体外 部 . 影响 学 生 学 习 动机 的 外 部 条 件 有 :家 长 .老师 、 
亲友 等 . 从 学 校 教育 的 角度 看 ,为 维持 学 生 的 学 习 动 机 ,应 从 教学 
方法 和 教育 方法 两 个 方面 进行 改进 探讨 . 
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1. 知识 教学 组 织 

(] ) 培 养 学 生 的 学 习 兴 趣 ”教师 安排 给 学 生 的 学 业 任务 会 直 
接 影 响 到 他 的 学 习 动 机 . 学 业 任 务 首先 必须 是 对 学 生 有 价值 的 . 
如 果 学 业 任 务 对 学 生 没 有 任何 价值 ,他 自然 就 不 会 去 学 习 它 . 艾 
克 尔 斯 (J. Eccles,1925 ) 根据 学 业 任务 满足 学 生 需 要 的 不 同 区 分 
了 任务 的 不 同 价值 :一 是 内 部 价值 ,即兴 趣 价值 ,学 习 活动 本 身 就 
带 来 了 快乐 ;二 是 获得 性 价值 ,学 业 获 得 成 功 ( 取 得 好 成 绩 ) 是 有 
能 力 ( 聪 明 ) 的 标志 ,而 完成 这 一 任务 可 取得 好 的 成 绩 ; 三 是 利用 
性 价值 , 即 完成 这 一 学 习 任 务 可 使 我 们 达到 其 他 目标 ,如 评奖 学 
金 . 谋 取 职 业 等 . 任务 价值 不 同 ,学 生 的 学 习 动 机 自然 有 所 差异 . 

(2) 控 制 任 务 的 可 操作 性 、 风 险 性 和 清晰 性 ” 道 尔 (W. 
Doyle ,1986 ) 认为 学 业 任务 依 其 对 操作 的 要 求 ,可 分 为 四 大 类 ;一 
是 记忆 性 的 任务 ,要 求学 生 再 认 或 回忆 学 过 的 信息 ,如 背 一 个 定 
理 和 公式 ;二 是 程序 性 任务 ,要 求学 生 用 一 个 规定 的 程式 解决 问 
题 ,知道 步骤 就 能 得 到 答案 ,如 用 mr 求 得 圆 面 积 ; 三 是 理解 性 任 
务 ,要 求学 生 转 换 信息 ,选择 最 佳 方案 ,用 多 种 方法 解决 一 个 问题 
或 用 特定 的 方式 写 一 篇 文章 等 ;四 是 评价 性 任务 , 板 演 之 后 “X < 


0 时 Y = XX+ 寺 的 最 小 值 是 2" 此 题 答案 正确 吗 ? 若 不 正确 原因 


在 何 处 ? 评价 性 和 理解 性 的 任务 是 含糊 的 ,因此 很 难 直 接 预 料 正 
确 的 答案 是 什么 ,而 记忆 和 程序 性 任务 则 是 直接 而 清晰 的 . 

多 数学 生 都 希望 降低 风险 性 和 减少 含糊 程度 ,尤其 对 那些 高 
焦虑 和 力求 避免 失败 的 学 生 . 当 教师 希望 学 生 学 会 思考 和 解决 复 
杂 问 题 时 , 则 布置 高 风险 和 含糊 的 理解 性 任务 ,学 生 往 往 要 求 更 
多 的 指导 ,如 要 求教 师 举 例 、 可 供 选 用 的 公式 及 教材 相关 内 容 等 ， 
否则 就 去 寻求 他 人 帮助 甚至 丧失 兴趣 . 此 时 教师 如 妥协 ,就 会 降 
低 问 题 的 风险 性 ,增加 清晰 度 , 学 生 学 习 动 机 暂时 性 增加 ,但 并 不 
利于 培养 学 生 解 决 问题 和 批判 思维 的 能 力 . 教师 应 把 握 一 定 的 平 
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衡 ,在 努力 提高 教学 的 结构 清晰 性 的 同时 ,依据 任务 的 可 操作 要 
求 决定 相 适 应 的 清晰 性 和 风险 度 . 

(3) 控 制 任务 的 时 间 要 求 和 难度 ”需要 教师 考虑 的 还 有 作业 
任务 的 难度 和 时 间 要 求 的 平衡 . 任务 过 难 和 过 易 都 会 损害 学 习 动 
机 ,一 般 提 倡 中 等 难度 , 即 适 合 学 生 能 力 的 难度 ,而 且 应 由 易 至 难 
进行 安排 ,这 样 既 能 让 学 生体 验 成 功 感 ,培养 对 能 力 的 信心 ,又 不 
至 于 太 容 易 而 对 任务 失去 兴趣 . 就 时 间 而 言 ,任务 的 安排 最 好 近 
期 可 以 完成 ,时 间 过 长 而 又 抽象 的 任务 不 能 使 学 生 和 当前 的 活动 
产生 直接 联系 ,无 法 推动 学 习 . 时 间 过 紧 则 易 产 生 焦 虑 ,尤其 是 在 
考试 的 情境 中 . 如 高 中 课本 函数 的 “概念 ”, 刚 升 始 教师 就 让 学 生 
练习 “fA(x+y) = (xz*) .7y) 人 恒 成 立 ,xseR ye 下 求 F(0); 
@@ 证 明 Kx +y) 宇 A(x) * f(y). 有 一 部 分 学 生 就 会 感到 困难 ,并 对 
自己 的 能 力 产生 怀疑 . 

(4) 课堂 任务 的 多 维度 ” 罗 森 和 埠 菊 (S.J. Roseholtz,1984 ) 把 
所 有 学 生 学 习 同 样 课本 、 做 同样 作业 ,使 用 单一 成 功 标准 的 课堂 
称 为 单 维度 课堂 ,而 把 不 同 作业 和 任务 分 配给 学 生 , 采 用 不 同 成 
功 标 准 的 课堂 称 为 多 维度 课堂 . 显然 在 单 维度 课堂 中 容易 产生 比 
较 ,好 的 学 生 总 是 得 到 更 多 的 益处 . 多 维度 的 课堂 则 因 学 生 的 作 
业 任务 不 同 , 可 使 每 个 人 都 能 获得 成 功 感 及 发 展 能 力 的 有 效 

2. 教学 方法 的 组 织 

(1) 关 于 反馈 与 评价 ”学 习 反 馈 是 指 告 知 学 生 关 于 其 学 习 活 
动 的 进展 情况 及 所 取得 的 成 绩 信 息 . 评价 则 是 对 这 种 进展 及 成 绩 
的 价值 进行 评判 (肯定 与 否定 ) ,并 给 予 相应 的 强化 . 表扬 与 奖励 、 
批评 与 惩罚 、 反 馈 与 评价 通常 难以 分 割 . 教师 的 任何 反馈 对 学 生 
来 讲 实质 上 都 有 评价 的 含义 ,而 任何 评价 也 都 反馈 了 一 定 的 关于 
学 业 情 况 的 信息 . 

1 ) 及 时 反馈 ”了解 自己 学 习 活 动 进展 情况 ,本 身 就 是 一 种 巨 
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大 的 推动 力量 ,会 激发 学 生 进一步 学 习 的 愿望 . 及 时 反馈 能 帮助 
学 生 及 时 发 现 \ 纠 正 错误 ,调整 学 习 的 进度 ,使 用 合适 的 学 习 策 略 
来 完成 学 业 任 务 . 

2) 表 扬 与 批评 并 用 ”必须 指出 ,在 掌握 目标 导向 的 原则 下 和 
在 一 定 的 情形 中 ,适度 的 批评 和 惩罚 对 促进 学 生 学 习 是 有 效 的 . 
但 一 般 来 说 ,表扬 、 鼓 励 ,奖励 要 比 批评 、 指 责 、 惩 罚 更 能 有 效 地 激 
发 学 习 动机 . 

(2) 课 堂 活动 形式 的 多 样 化 ”在 课堂 上 调动 学 生动 机 的 活动 
形式 很 多 . 课堂 活动 结构 (在 不 同情 境 又 称 " 课 堂 成 就 目标 结构 ” 
或 “课堂 奖赏 结构 ”) 指 在 课堂 学 习 中 ,对 学 生 达 到 学 习 成 就 目标 
产生 不 同 影响 的 基本 人 际 关系 . 在 现实 的 课堂 情境 中 ,课堂 活动 
结构 存在 三 种 形态 , 即 竞争 式 学 习 、 合 作 式 学 习 和 单干 式 学 习 . 

明确 了 动机 对 学 习 的 作用 ,采用 适当 的 方法 引发 、 维 持 动机 ， 
会 对 学 习 的 效果 产生 积极 的 意义 . 
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第 四 章 ” 认 知 学 习 的 环境 


毛泽东 在 (矛盾 论 ) 中 说 :“ 外 因 是 变化 的 条 件 ,内 因 蚌 变化 的 
根据 . 外 因 通 过 内 因而 起 作用 . "学 习 者 的 认 知 学 习 , 主 体 是 内 因 ， 
如 学 习 动 机 、 学 习 基 础 .也 存在 学 习 的 外 因 , 外 因 包 含 学 习 者 之 外 
的 一 切 :学 校 \ 家 庭 与 社会 .教师 和 家 长 、 同 学 等 . 本 章 着 重 谈 教师 
和 课堂 等 教学 环境 的 创设 . 


8$ 1 教师 对 于 学 生 的 认 知 学 习 


心理 学 家 认为 ,教师 要 充当 知识 传播 者 .团体 的 领导 者 ,模范 
公民 、 纪 律 的 维护 者 和 家 长 的 代理 人 等 各 种 角色 . 那么 数学 学 科 
教学 是 以 传授 和 指导 学 生 获 取 数学 知识 ,技能 .思想 和 方法 ,提高 
学 生 分 析 问 题 .解决 问题 的 能 力 ,增强 学 生 的 数学 素质 和 个 性 品 
格 的 活动 . 一 名 受 学 生 欢迎 和 爱戴 的 好 教师 ,可 以 为 学 生 认 知 学 
习 提 供 一 个 良好 的 条 件 . 


一 传统 教学 中 学 生 学 习 出 现 的 现象 


在 传统 的 教学 中 ,教师 负责 教 ,学 生 人 负责 学 ,教师 教 的 主体 与 
学 生 学 的 主体 没有 达到 很 好 的 统一 ,在 教学 上 形成 教师 对 学 生 单 
向 的 “培养 "活动 , 它 表 现 为 :中 以 教 为 中 心 ,学 生 围绕 教 转 . 教师 
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是 知识 的 占有 者 和 传授 者 ,在 求知 的 学 生 眼 中 ,教师 就 是 知识 宝 
库 , 是 活 的 教科 书 ,是 有 学 问 的 人 ,教师 是 课堂 的 主宰 者 ,所 谓 的 
教学 是 单纯 的 将 知识 传授 给 学 生 . 教学 关系 成 为 :老师 讲 , 学 生 
听写 、 抄 . 在 这 样 的 课堂 上 ， 双 边 活 动 " 变 成 了 “ 单 边 活动 ,学 
生 是 被 教会 的 ,而 不 是 自己 学 会 的 . @ 以 教 为 基础 ,学 生 跟 着 教师 
学 ,复制 教师 讲授 的 内 容 , 先 教 后 学 , 教 了 再 学 , 教 支配 、 控 制 学 ， 
教学 由 共同 体 变 成 了 单一 体 . 学 的 独立 性 、 独 立 品格 的 体现 不 够 
充分 ,最 终 成 为 遏制 学 的 “力量 ”. @@ 师 道 尊严 ,老师 是 长 者 ,主宰 
者 ,教师 把 对 教学 的 严谨” 变 成 对 学 生 的 “严厉 ”, 忽 视 了 学 生 情 
感 ,致使 学 生 、 教 师 对 立 . @ 教 材 中 “ 难 \ 偏 、 繁 \i 旧 ”造成 一 部 分 学 
生 对 数学 学 习 的 恺 惧 和 厌倦. @) 应 试 教育 和 其 他 形形色色 的 教育 
丙 端 ,对 数学 学 习 的 不 利 影响 等 等 . 总 之 ,造成 这 一 局 面 的 因素 很 
多 ,也 来 自 各 个 方面 . 在 这 种 局 面 下 出 现 了 学 生 的 厌 学 现象 ; 因 学 
生 负 担 太 重 ,学 生 的 身体 素质 下 降 ; 中途 退 学 现象 ;由 于 学 生 精 神 
压力 过 重 ,出 现金 华 “ 子 杀 母 ”青海 "母亲 打 死 儿子 "的 事件 等 ， 
严重 影响 着 数学 学 习 的 效果 . 总 之 ,传统 教学 一 定 程度 的 存在 着 
教 与 学 两 方面 的 机 械 闪 加 的 现象. 

在 数学 学 习 中 的 教学 应 当 是 教 与 学 的 交往 互动 , 师 生 双方 
相互 交流 、 相 互 沟通 、 相 互 启发 .相互 补充 ,在 这 个 过 程 中 教师 与 
学 生 分 享 彼此 的 思考 经验 和 知识 ,交流 彼此 的 情感 ,体验 与 观 
念 ,丰富 教学 内 容 , 求 得 新 的 发 现 ,从 而 达成 共识 、 共 享 、 共 进 , 实 
现 教学 相 长 和 共同 发 展 . 但 传统 的 数学 教学 未 能 完全 朝 着 这 个 
方向 . 


二 \ 学 生 喜 欢 与 不 喜欢 的 教师 特征 调查 


心理 学 家 对 教师 的 心理 特征 与 其 职业 成 就 之 间 关 系 的 早期 
研究 大 致 可 分 问卷 调查 ,相关 研究 和 实验 研究 . 
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1. 国外 的 问卷 调查 结果 

心理 学 工作 者 设计 问卷 ,向 学 生 做 调查 ,了 解 他 们 喜欢 与 不 
喜欢 的 教师 的 特征 ,并 对 这 些 特 征 加 以 排序 . 西方 学 者 很 早 就 开 
展 了 有 效 与 无 效 教 师 特征 的 问卷 调查 ,如 有 人 曾 在 1940 年 向 
47 000 名 学 生 作 调 查分 析 , 归纳 出 有 效 与 无 效 教师 特征 各 12 项 
( 见 表 2 -4 -1). 这 是 心理 学 中 对 教师 心理 特征 与 其 职业 成 就 之 
间 关 系 的 比较 早期 的 研究 . 


2-4-1 有 效 与 无 效 教 师 特征 对 照 


有 效 教师 特征 无 效 教师 特征 
1. 合作 、 民 主 1. 脾气 坏 ,无 耐心 
2. 仁 慈 2. 不 公平 ,偏爱 
3. 能 忍耐 3. 不 愿 帮助 同学 
4. 兴趣 广泛 4. 狭隘 ,对 学 生 要 求 不 合理 
5. 和 落 可 亲 5. 抑郁 、 不 和 善 
6. 公正 6. 讽刺 挖苦 学 生 
7. 有 幽默 感 7. 外 表 讨厌 
8. 言行 稳定 一 至 8. 顽固 
9. 有 兴趣 研究 学 生 的 问题 9. 咖 唆 不 停 
10. 处 事 有 伸缩 性 10. 言行 霸道 
11. 了 解 学 生 ,给 予 鼓励 11. 骄 稚 自 负 
12. 精通 教学 技能 12. 无 幽默 感 


1960 年 还 有 人 进行 了 类 似 的 调查 研究 ,分析 整理 出 有 效 教师 
的 特征 有 :机 敏 .热心 ;关心 学 生 及 班 活动 ;愉快 .乐观 ;能 自我 控 
制 ;有 幽默 感 等 20 余 项 . 无 效 的 教师 特征 有 :有 呆滞、 烦恼 ;对 学 生 
及 班 活动 不 感 兴趣 ;不 快 \ 悲 观 ; 易 发 脾气 ;过 分 严肃 等 20 余 项 . 

日 本 学 者 上 武 正二 、 大 竹 诚 和 光 安 文 夫 等 分 别 调查 了 中 小 学 
生 数 千 人 ,排列 出 学 生 所 喜欢 的 19 种 教师 的 心理 特征 ( 见 表 
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小 学 四 年 级 至 六 年 
级 (1567 名 ) 


小 学 一 年 级 至 高 中 
三 年 级 (45880 名 ) 


初中 一 年 级 至 高 中 
二 年 级 (698 名 ) 


1 | 教育 热心 理解 学 生 教学 方法 好 
2 | 教学 易 慌 亲切 ,平易近人 “| 各 方面 都 很 热心 
3 开朗 能 信赖 学 生 平易 近 人 
4 “| 公开 公正 喜欢 运动 
5 | 理解 学 生 教 得 清楚 开朗 快乐 
6 亲切 开朗 公正 
7 平易 近 人 感情 真 的 脑子 好 
8 有 趣 教育 热心 知识 丰富 
9 “| 不 发 脾气 守 时 ,不 懒惰 讲话 对 学 生 有 益 
10 山 默 照顾 学 生 
11 “| 直爽 兴趣 广 
12 | 与 学 生 一 起 活动 有 实力 
13 活泼 有 钻研 心 
14 “| 擅长 活动 亲切 
15 | 多 与 同学 讲话 整洁 
16 有 学 问 身体 健康 
17 | 言语 明了 板书 漂亮 
18 “| 健谈 言语 明了 
1 


疼爱 学 生 


2. 国内 的 问卷 调查 结果 
在 国外 研究 的 基础 上 ,我 国学 者 也 作 过 类 似 的 调查 研究 . 如 
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我 国 心理 学 工作 者 谢 千 秋 曾 以 “学 生育 欢 怎样 的 教师 ”为 题 向 42 
所 中 学 ( 从 初 一 到 高 二 )91 个 班 的 4 415 名 学 生 作 了 问卷 调查 , 归 
纳 出 学 生 喜 欢 和 不 喜欢 的 教师 特征 各 10 项 ( 见 表 2 -4 -3). 


表 2-4-3 我 国 中 学 生 喜 欢 和 不 喜欢 的 教师 特征 (% ) 


教师 特征 
| 1 | 教学 方 
学 方法 好 78 85 
2 | 知识 广博 , 肯 教 人 | 71.9 . 88.1 
| 3 | 耐心 温和 ,容易 接近 75.6 78.5 | 77 
喜 4 | 实事 求 是 ,严格 要 求学 生 57.5 62:2. | 61:1 
5 | 热爱 学 生 ,尊重 学 生 59.5 58.6 | 53.7 
欢 6 | 对 人 对 事 公 平 合理 52.4 42.8 | 44.4 
7 | 负责 任 ,守信 用 33.8 32.8 | 36.4 
8 | 说 到 做 到 36 24 24.4 
9 | 有 政治 头脑 ,关心 国家 大 事 18.2 13.4 | 16.2 
10 | 讲 文明 , 守 纪 律 14.4 8.1 10.6 
1 | 对 学 生 不 同情 ,把 人 看 死 yp ee 72.3 | 74.9 
2 | 经 常 责骂 学 生 , 讨 厌 学 生 72.4 69.1 | 70.4 
3 | 教学 方法 枯燥 无 味 61.5 74.6 | 88.6 
不 4 | 偏爱 ,不 公正 64.3 61.4 | 51.7 
训 5 | 上课 拖 堂 ,下 课 不 理学 生 67.8 57.3 | 57.3 
欢 6 | 说 话 无 次 序 ,不 易 懂 48.9 56 53.5 
| 7 | 只 听 班 干部 反映 情况 43.3 33 27.2 
| 8 | 不 和 学 生 打 成 一 片 33.1 | 35.8 
9 | 布置 作业 太 多 , 太 难 
10 
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3. 对 学 生 喜 欢 的 教师 特征 的 分 析 

上 述 资料 涉及 的 年 级 多 ,被 调查 的 学 生 面 广 ,学 生 喜 欢 与 不 
喜欢 的 教师 品质 所 涉及 的 面 也 很 广 ,排列 次 序 也 不 很 一 致 . 但 据 
此 也 可 以 对 学 生 所 喜欢 的 教师 的 特征 进行 分 析 . 

角色 的 原意 是 戏剧 舞台 上 演员 按 剧本 扮演 的 特定 人 物 . 大 多 
数 社会 心理 学 家 认为 ,角色 就 是 个 体 在 特定 的 社会 关系 中 的 身份 
以 及 由 此 而 规定 的 行为 规范 和 行为 模式 的 总 和 . 个 体 在 特定 的 社 
会 关系 中 的 身份 反映 了 个 体 在 社会 关系 中 所 处 的 地 位 , 它 是 个 体 
的 社会 职能 .权利 和 义务 的 集合 体 . 每 种 社会 身份 都 伴随 着 特定 
的 行为 规范 和 行为 模式 , 当 个 体 产生 为 自己 的 社会 具有 身份 所 规 
定 的 行为 规范 和 行为 借 式 时 , 便 充 当 了 角色 . 那么 ,教师 在 当今 社 
会 充当 什么 角色 呢 ? 

如 果 学 生 把 教师 看 成 是 家 长 的 代理 人 ,认为 教师 具有 仁慈 、 
体谅 耐心 温和、 亲切 、 易 亲近 等 特征 ;如 果 学 生 把 教师 看 成 是 知 
识 的 传授 者 ,那么 教师 应 该 具有 业务 精 、 知 识 渊博 、 语 言 准确 、 幽 
默 等 特征 ;如 果 学 生 把 教师 看 成 团体 领导 者 和 纪律 维护 人 ,他 们 
希望 教师 表现 出 公正 民主、 合作 、 处 事 有 伸缩 性 等 特征 ;如 果 他 
们 把 教师 看 成 是 模范 公民 , 则 要 求教 师 言 行 一 臻 幽默. 开朗 、 直 
爽 \ 守 纪律 等 . 总 之 , 如 果 要 成 为 一 名 受 学 生 欢迎 和 爱戴 的 好 教 
师 ,不 仅 需要 具有 一 般 公 民 需 要 的 良好 品质 , 而 且 需 要 具备 教师 
职业 所 需要 的 特殊 品质 . 


三 、\ 波 利 亚 论 教师 

(1) 教 师 对 自己 讲 的 课题 有 兴趣 ; 

(2) 教 师 要 熟识 自己 所 讲 的 课题 ; 

(3 ) 要 深刻 理解 和 懂得 教学 规律 和 学 习 规律 ,让 学 生 亲 自 、 独 
立地 发 现 知识 的 奥秘 ; 

(4) 注 意 学 生 的 表情 和 现实 经 验 , 从 中 发 现 学 生 的 期 望 和 
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困难 ; 

(5) 不 仅 教 知识 ,而 且 教 方法 和 培养 有 条 不 紊 的 习惯 ; 

(6) 让 学 生 自 己 学 会 猜想 ; 

(7) 让 学 生 自己 学 会 证 明 ; 

(8) 要 帮助 学 生 找 出 所 学 知识 对 今后 有 用 的 特征 ,从 有 具体 问 
题 中 找 出 一 般 规 律 性 的 东西 (实践 一 理论 一 实践 ) ; 

(9) 不 要 把 秘密 、 答 案 一 下 子 教 给 学 生 , 让 学 生 自己 去 探索 、 
去 发 现 ; 

(10) 倡 导 启 发 式 . 


四 、 对 新 型 的 师 生 关系 的 构想 


第 一 ,教师 要 真情 对 待 学 生 ,关心 爱护 学 生 . 要 建立 良好 的 师 
生 情感 关系 ,教师 必须 付出 真情 ,关心 爱护 每 一 个 学 生 ( 尖子 生 和 
学 困 生 ) ,公平 地 对 待 学 生 , 不 能 厚 此 薄 彼 ,尤其 是 对 学 习 成 绩 不 
够 理想 的 学 生 ,教师 要 多 鼓励 ,多 关怀 ,相信 他 们 的 潜力 ,切实 帮 
助 他 们 . 我 们 相信 ,教师 的 真情 投 人 ,必定 会 得 到 学 生 的 真情 
回报 . 

第 二 ,展现 教学 过 程 的 魅力 ,感受 数学 知识 的 价值 ,挖掘 数学 
的 奥秘 ,品味 教学 成 功 的 喜悦 . 通过 联系 学 生生 活 实际 ,激发 学 生 
学 习 兴 趣 , 增 强 学 生 情 感 体验 ,改进 教学 活动 ,使 教学 过 程 充满 情 
趣 和 活力 . 展现 教学 过 程 的 魅力 ,提高 教学 活动 的 吸引 力 ,优化 师 

第 三 ,完善 个 性 ,展现 个 人 魅力 . 教师 要 得 到 学 生 的 爱戴 ,就 
要 有 内 在 的 人 格 魅 力 ,努力 完善 自己 的 个 性 ,使 自己 拥有 热情 \ 真 
诚 、 宽 容 、 负 责 , 幽 默 等 优秀 品质 ,这 是 优化 教师 情感 关系 的 重要 
保证 . 为 此 ,教师 要 自觉 提高 自身 修养 ,扩展 知识 视野 ,提高 敬业 
精神 ,提升 教育 艺术 ,努力 成 为 富有 个 性 魅力 的 人 . 
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五 现代 教学 技术 的 使 用 


综观 人 类 教育 发 展 中 ,每 一 项 新 的 教学 技术 的 应 用 ,都 给 教 
学 活动 提供 了 新 的 发 展 空间 ,使 教学 活动 在 整体 上 得 到 丰富 和 提 
升 . 从 某 种 意义 上 说 , 随 着 社会 发 展 而 不 断 更 新 教学 设备 优化 教 
学 技术 ,是 教学 发 展 的 历史 规律 和 客观 要 求 . 我 们 发 展现 代 教学 
技术 ,应 立足 于 教学 发 展 的 历史 规律 ,深刻 认识 到 教学 技术 更 新 
对 于 教学 活动 整体 进步 的 历史 意义 . 当前 人 类 正在 步 人 一 个 全 新 
的 技术 发 展 时 期 ,正如 联合 国教 科 文 组 织 国际 21 世纪 教育 委员 
会 所 指出 的 :“ 新 技术 使 人 类 进入 了 信息 传播 全 球 化 的 时 代 , 它 们 
消除 了 距离 的 障碍 , 正 十 分 有 效 地 参与 塑造 明天 的 社会 . “这 些 
新 技术 正在 我 们 眼前 引起 一 场 真正 的 革命 ,这 场 革命 既 影 响 着 与 
生产 和 工作 有 关 的 活动 ,又 影响 着 与 教学 和 培训 有 关 的 活动 . "的 
确 ,以 个 人 电脑 \ 网 络 技术 和 多 媒体 技术 为 主要 内 容 的 现代 信息 
技术 革命 的 出 现 , 为 教学 方式 与 教学 模式 的 变革 提供 了 新 的 物质 
基础 . 当前 ,世界 各 国都 在 研究 如 何 充分 利用 信息 技术 提高 教学 
质量 和 效益 的 问题 ,加 强 现代 信息 技术 的 教学 应 用 已 成 为 各 国教 
学 改革 的 重要 方面 . 

基于 这 样 的 背景 《基础 教育 课程 改革 纲要 》 第 11 条 明确 提 
出 :“ 大 力 推 进 信息 技术 在 教学 过 程 中 的 普遍 应 用 . ”并 对 这 种 应 
用 的 立足 点 作 了 明确 的 阐述 :“ 促 进 信 息 技 术 与 学 科 课 程 的 整合 ， 
逐步 实现 教学 内 容 的 呈现 方式 、 学 生 的 学 习 方式 教师 的 教学 方 
式 和 师 生 互动 方式 的 变革 . “充分 发 挥 信息 技术 的 优势 ,为 学 生 
的 学 习 和 发 展 提供 丰富 多 彩 的 教育 环境 和 有 力 的 学 习 工 具 . "这 
就 要 求 我 们 认识 到 现代 信息 技术 具有 巨大 的 作用 . 因此 我 们 要 提 
倡 以 提高 教学 质量 的 效益 为 目的 ,以 转变 学 生 学 习 方 式 和 促进 学 
生发 展 为 宗旨 的 教学 技术 应 用 观 . 同时 要 本 着 从 实际 出 发 . 因 地 
制 宜 的 原则 ,挖掘 和 发 挥 传统 的 种 种 技术 手段 ( 黑板、 粉笔 .挂图 、 
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模型 等 传统 教学 工具 ) 在 教学 中 的 积极 作用 ,合理 地 使 用 录音 机 、 
幻灯 机 、 放 映 机 等 传统 的 电化 教学 手段 ,当然 ,每 种 教学 手段 都 有 
其 局 限 性 和 使 用 范围 . 总 之 ,所 有 教学 技术 手段 都 有 自身 的 价值 
和 存在 的 意义 ,我 们 发 展现 代 教 学 技术 ,并 不 是 要 抛弃 一 切 传统 
的 教学 技术 ,而 是 要 把 现代 教学 技术 和 传统 的 教学 手段 结合 起 
来 ,努力 挖掘 所 有 教学 技术 手段 的 使 用 价值 ,积极 促进 各 种 技术 
手段 之 间 的 协同 互补 ,从 而 促进 教学 技术 体系 整体 协调 发 展 , 提 
高 教师 本 身 的 业务 素质 教学 观 、 学 生 观 和 教学 水 平 ,为 学 生 的 数 
学 学 习 创造 一 个 良好 的 学 习 环境 . 


§2 ”教学 方法 


教学 方法 是 教师 为 完成 教学 任务 而 采取 的 手段 . 借助 教学 方 
法 ,教师 引导 学 生 掌 握 知 识 , 形 成 技能 .技巧 ,并 在 这 一 过 程 中 ,发 
展 学 生 的 智力 和 体力 . 

对 于 数学 这 门 学 科 , 教 学 方法 是 培养 和 发 展 学 生 分 析 问 题 、 
解决 问题 的 能 力 ,培养 学 生 的 创新 精神 和 科学 态度 ;教学 方法 是 
数学 学 习 的 环境 和 条 件 . 


一 、 学 校 常 用 的 数学 教学 方法 


1. 讲授 法 

讲授 法 是 教师 通过 语言 系统 地 向 学 生 传授 知识 的 方法 . 

讲授 法 的 特点 是 教师 可 以 将 数学 科学 知识 系统 连贯 地 传授 
给 学 生 ,使 学 生 能 在 较 短 时 间 内 获得 较 多 的 知识 . 针对 数学 教学 
讲授 法 分 为 :讲述 法 、 讲 解法 和 大 型 讲座 法 . 

讲述 法 是 教师 向 学 生 叙 述 事 实 材 料 , 或 描绘 所 讲 对 象 . 如 在 
讲 数学 中 的 阅读 材料 .数学 概念 的 引入 ,以 及 教学 过 程 中 穿插 的 
数学 家 的 故事 等 ,都 可 以 使 用 讲述 法 . 教师 在 运用 这 种 方法 时 ,为 
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了 使 自己 的 讲述 更 富 吸 引力 ,可 以 穿插 一 些 关 于 所 讲述 的 事件 的 
当事人 的 言论 和 故事 . 

讲解 法 是 教师 向 学 生 说 明 、 解 释 或 论证 原理 概念 公式 . 讲 
解法 和 讲述 法 的 不 同 是 :讲述 是 叙述 、 描 绘 事实 ;讲解 是 说 明 、 解 
释 事实 和 论证 原理 . 讲解 法 在 数学 教学 中 ,表现 为 定理 的 证 明 、 问 
题 的 求解 ,模型 的 建构 等 . 

大 型 讲座 法 是 教师 不 仅 描 述 事 实 , 而 且 深 入 分 析 和 论证 事 
实 , 并 在 这 个 基础 上 ,作出 科学 的 结论 . 大 型 讲座 与 讲解 .讲述 不 
同 的 地 方 是 , 它 所 涉及 的 问题 比较 深 广 ,所 需要 的 时 间 比 较 长 , 适 
用 于 中 学 高 年 级 和 大 学 学 生 , 要 求学 生 做 比较 详细 的 笔记 . 

运用 讲授 法 的 基本 要 求 是 : 

讲授 的 内 容 要 具有 科学 性 和 思想 性 ,这 是 保证 讲授 质量 的 首 
要 条 件 . 要 做 到 这 一 点 ,必须 按 教学 规律 \ 课 程 标准 的 要 求 . 观点 
去 分 析 教 材 、 叙 述 教材 . 讲授 时 注意 观察 学 生 并 与 学 生 实现 互动 ， 
注意 学 生 反 馈 的 信息 ,讲授 的 效果 . 

讲授 要 有 系统 性 ,条 理 清 楚 , 重 点 突出 . 讲授 时 ,要 注意 由 已 
知 到 未 知 ;注意 观点 和 材料 的 统一 ,做 到 逻辑 续 密 ,层次 分 明 ; 注 
意 突出 重点 、 难 点 和 关键 ,使 学 生 能 够 透彻 理解 ,融会 贯通 . 

讲授 时 要 求 数学 语言 清晰 \ 简 练 , 准 确 、 生 动 ,说 话 要 通俗 、 快 
慢 适 度 , 注意 语法 规则 ,不 用 含糊 的 不 准确 的 词句 ,不 说 半截 子 
话 , 说 话 注意 声调 的 抑扬顿挫 ,并 注意 运用 普通 话 教学 . 教师 平素 
要 多 注意 练习 ,力求 掌握 课堂 语言 艺术 . 

讲授 时 要 根据 需要 恰当 地 运用 板书 . 教师 的 板书 要 工整 ,有 
计划 、 有 条 理 \ 字 迹 清 楚 、 正 确 . 为 了 加 强 教学 的 直观 性 ,教师 还 可 
以 根据 需要 采用 有 色 粉 笔 作 简 图 或 标明 重要 的 内 容 , 促 使 学 生 注 
意 ,实现 视觉 强化 . 

2. 谈 话 法 

谈话 法 是 教师 根据 自己 已 有 的 知识 和 经 验 ,提问 学 生 , 并 引 
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导 学 生 对 所 提问 题 得 出 结论 ,从 而 获得 知识 的 一 种 教学 方法 . 谈 
话 法 在 各 年 级 和 各 学 科 的 教学 中 是 经 常 被 采用 的 . 它 的 作用 是 : 
有 利于 充分 激发 学 生 的 思维 活动 ,使 学 生 通 过 独立 思考 来 获取 知 
识 ;对 提高 学 生 的 语言 表达 能 力 ,实现 师 生 互动 ,有 较 好 的 效果 . 
但 是 ,运用 谈话 法 ,要求 学生 必须 具备 一 定 的 知识 基础 和 经 验 . 

谈话 法 ,可 以 用 于 各 类 课 型 . 如 讲授 新 课 ,一 般 是 教师 在 叙述 
了 一 些 有 关 的 事实 之 后 , 便 向 学 生 提出 问题 ,然后 引导 学 生 对 有 
关 事实 进行 分 析 ,为 提出 的 问题 找 出 答案 ,作出 结论 . 谈话 法 也 可 
以 用 于 复习 和 巩固 旧 知 识 等 . 

运用 谈话 法 的 基本 要 求 是 : 

教师 要 有 充分 的 准备 . 提问 的 问题 要 明确 ,要 有 启发 性 ,要 难 
易 恰 当 , 符 合 学 生 的 水 平 ;提问 的 对 象 ,要 普遍 , 对 不 同性 质 不同 
程度 的 问题 ,要 适当 地 让 不 同 程度 的 学 生 回答 ;谈话 要 有 计划 性 ， 
要 全 面 安排 谈话 的 内 容 , 拟 出 谈话 提纲 ;谈话 所 需要 的 时 间 ,要 根 
据 问题 的 多 少 \ 问 题 的 难 易 、 提 问 对 象 的 程度 来 确定 . 

教师 要 按 计划 进行 谈话 . 谈话 时 ,要 围绕 谈话 的 题目 、 线 索 和 
关键 问题 进行 . 问题 应 向 全 班 学 生 提 出 ,但 要 尽 可 能 避免 学 生 齐 
声 回答 ,力争 准确 地 挖掘 学 生 的 反馈 信息 . 

教师 要 启发 学 生 积 极地 参加 谈话 ,引导 学 生 积极 思考 教师 提 
出 的 问题 ,自觉 地 回答 问题 ,并 注意 倾听 其 他 同学 的 发 言 . 必要 时 
使 学 生 之 间 进 行 交流 ,实现 生生 互动 . 对 回答 得 特别 好 的 同学 要 
给 以 鼓励 ,以 培养 学 生 的 自信 心 和 兴趣 . 

谈话 结束 时 ,教师 应 当 结 合 学 生 回 答 问题 的 内 容 , 进 行 总 结 ， 
对 谈话 过 程 中 学 生 的 优 缺 点 及 时 反馈 给 学 生 . 

3. 演示 法 

演示 法 是 教师 在 上 课时 ,配合 讲授 或 谈话 ,把 实物 教具 展示 
给 学 生 , 或 者 向 学 生 作 演 示 , 甚 至 让 学 生 自 己 动 手 ,来 说 明 或 印证 
所 传授 的 知识 . 这 种 方法 ,在 各 个 年 级 的 教学 中 都 可 采用 . 
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它 的 作用 是 :能 使 学 生 获 得 感性 的 材料 ,加 深 对 学 习 对 象 的 
印象 ,把 理论 ,书本 知识 和 实际 事物 联系 起 来 ,以 帮助 学 生 形 成 正 
确 的 概念 ,使 学 生 习 得 的 知识 “ 活 ” 起 来 ;能 引起 学 生 的 学 习 兴 趣 ， 
集中 学 生 的 注意 力 ,使 学 生 学 得 的 知识 易于 巩固 . 

运用 演示 法 的 基本 要 求 是 : 

演示 时 ,要 使 全 班 学 生 都 能 看 到 演示 的 对 象 , 尽 可 能 地 让 学 
生 运用 各 种 感官 ,去 充分 感知 学 习 对 象 . 如 果 演 示 不 仅 能 够 让 学 
生 看 到 ,而且 让 学 生 听 到 、 摸 到 ,那么 ,效果 就 会 更 好 . 当然 ,这 要 
从 所 演示 的 对 象 特点 出 发 ,在 有 的 情况 下 ,只 需要 学 生 用 一 种 感 
官 去 参与 知觉 活动 就 行 了 . 

要 使 学 生 注 意 观 察 演示 的 东西 的 主要 特征 和 重要 方面 ,不 要 
使 他 们 注意 力 分 散 到 一 些 细 枝 末节 上 去 . 要 做 到 这 一 点 ,教师 在 
演示 时 ,应 对 演示 对 象 加 以 必要 的 说 明 调动 学 生 注意 ,告诉 学 生 
观察 什么 ,注意 什么 ,同时 应 提出 一 系列 问题 ,把 学 生 的 注意 力 引 
导 到 他 们 必须 进行 观察 的 事物 上 去 . 如 欧 拉 公式 :让 学 生 去 发 现 
多 面体 的 顶点 (了 ) 、 面 数 () 与 棱 数 (E) 的 关系 . 

要 尽 可 能 地 让 学 生 观 察 被 演示 的 事物 的 变化 ,发展 和 活动 情 
况 , 这 样 才 能 使 学 生 获 得 深刻 完整 的 印象 . 

演示 要 适当 . 应 当 在 使 用 时 才 展 示 直 观 教具 ,过 早 地 把 教具 
拿 出 来 ,会 分 散 学 生 的 注意 力 ,削弱 新 颖 感 ,降低 对 它 的 兴趣 . 教 
具 用 过 后 ,应 当 及 时 收 起 来 . 每 堂 课 演示 的 教具 不 宜 过 多 . 

在 演示 时 ,要 适当 配合 讲解 或 谈话 ,引导 学 生 观 察 , 并 作出 一 
个 明确 的 结论 来 ,切忌 流 于 形式 ,追求 形式 上 的 热闹 . 

4.“ 读 议 讲 练 ”法 

“ 读 议 讲 练 ” 法 原名 是 “ 读 读 、 议 议 、 讲 讲 、 练 练 ”, 是 20 世纪 
80 年 代 前 后 上 海 育 才 中 学 章 淳 立 老师 创造 的 . 作者 认为 此 法 教学 
效果 不 错 ,把 讲授 法 、 讲 解法 、 演 示 法 浆 在 一 起 ,扬长 避 短 ,实在 、 
实用 生动 有效 . 
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读 ,让 学 生 先 看 书 (预习 ) ; 议 ,同学 们 之 间 议 知识 信息 的 认 
识 \ 理 解 和 疑点 ,实现 生生 互动 ; 讲 , 针 对 学 生 提出 的 共性 问题 \ 典 
型 问题 ,独特 见解 .含混 不 清 之 处 等 ,有 选择 的 给 以 辨析 、 讲 解 ,使 
学 生 准 确 地 理解 知识 ,建立 自己 的 认 知 结构 实现 师 生 互动 ; 练 ,在 
此 基础 上 ,让 学 生动 手 去 练习 ,去 验证 自己 的 理解 ,巩固 自己 的 知 
识 结构 . 读 \ 议 , 讲 \、 练 各 个 环节 的 活动 都 是 在 上 一 个 环节 基础 上 
开展 的 . 

“ 读 议 讲 练 ”法 的 基本 要 求 : 

“ 读 ”( 或 预习 ) ,教师 要 先 给 出 提纲 ,要 求学 生 通 过 “ 读 ”, 关 
注 问题 的 要 点 ;“ 议 "在 读 的 基础 上 通过 议 ,使 学 生 之 间 开 展 交流 ， 
由 此 让 学 生 自 己 解决 阅读 中 遗留 的 问题 ;“ 讲 "也 可 教师 讲 , 也 可 
让 优秀 学 生 讲 大 家 共性 的 疑难 、 模 糊 处 ,并 适当 地 居高临下 地 给 
以 讲解 ,帮助 学 生 建立 自己 的 认 知 结构 ;“ 练 "选择 适当 的 针对 性 
强 的 问题 ,切忌 搞 题 海战 术 . 

笔者 认为 ,在 “ 读 议 讲 练 " 的 基础 上 , 续 上 一 个 “ 思 ”. 让 学 生 
去 " 思 ” ,要 求 从 知识 的 建构 上 ,方法 的 收获 上 ,记忆 内 容 的 选 定 
上 ,重点 难点 .解决 手段 的 选择 上 等 ,使 各 类 学 生 都 有 所 得 . 

5. 发 现 法 - 

发 现 法 又 叫 问题 法 ,就 是 让 学 生 去 发 现 ,回答 他 们 自己 的 疑 
问 , 解 决 他 们 自己 的 问题 .采用 这 种 教学 方法 的 目的 ,在 于 尽量 地 
发 展 学 生 认 知 的 可 能 性 ,发 展 他 们 对 需要 掌握 知识 的 探讨 和 创造 
精神 . 

发 现 法 的 积极 倡导 是 美国 心理 学 家 布 鲁 纳 ,他 在 (发 现 的 行 
为 ) 一 文中 ,对 这 种 学 习 方法 作 过 详细 的 描述 . 他 指出 :“ 发 现 不 限 
于 寻求 人 类 尚未 知晓 的 事物 ,确切 地 说 , 它 包括 用 自己 的 头脑 去 
获得 知识 的 一 切 方法 . " ( 载 J.M. 安吉 林 编 :《 布 鲁 纳 关于 认识 心 
理学 的 研究 》1973 年 纽约 英文 版 ) 布 鲁 纳 认为 ,发 现 无 论 是 由 一 
个 学 生 独 白 摸索 出 来 的 ,还 是 由 一 位 科学 家 在 他 那个 领域 的 最 前 
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哨 里 栽培 出 来 的 ,本 质 上 都 是 重新 整理 和 改造 证 据 , 达 到 新 的 洞 
察 力 . 所 以 ,从 教学 方法 的 角度 看 ,学 生 在 教师 的 启发 诱导 下 ,能 
够 借助 教师 亲自 去 探索 ,主动 去 发 现 和 概括 出 应 有 的 基本 原理 等 
规律 性 知识 ,获得 人 类 已 有 的 认识 成 果 和 社会 生活 经 验 ,在 教学 
效果 上 比 死记 硬 背 一 些 现成 的 概念 和 结论 ,被 动 地 接受 知识 好 
得 多 . 

运用 发 现 法 的 一 般 步骤 是 : 

(1) 创 设 问题 的 情境 ,使 学 生 在 这 种 情境 中 产生 矛盾 ,提出 要 
求解 决 或 必须 解决 的 问题 ; 

(2) 学 生 利用 教师 和 教材 所 提供 的 某 些 材料 ， 对 提出 的 问题 
作出 解答 的 假设 ; 

(3) 从 理论 上 或 实践 上 检验 自己 的 假设 ,学 生 中 如 有 不 同 的 
观点 ,可 以 展开 争论 ; 

(4) 对 争论 作出 总 结 ,得 出 必要 的 结论 . 

教学 实践 表明 ,这 种 教学 方法 具有 以 下 的 优点 :能 充分 发 挥 
学 生 认 识 的 积极 性 和 创造 精神 ,使 学 生 认识 活动 的 内 部 过 程 经 常 
伴 有 猜想 惊讶、 困惑 ,以 至 于 感到 环 手 .紧张 而 陷 人 沉思 、 期 待 ， 
促使 他 们 去 寻找 理由 和 证 明 . 它 能 使 学 生产 生成 就 感 ,激发 学 生 
的 学 习 兴 趣 , 培 养 和 养 成 学 生 独 创 精神 .创造 意识 和 科学 态度 , 促 
进 学 生 的 学 习 品 质 的 提高 ,但 这 种 教学 法 需要 花费 很 多 时 间 ,不 
利于 学 生 掌 握 系统 的 知识 . 

运用 发 现 法 的 要 求 是 : 

鼓励 学 生 ,使 他 们 相信 自己 能 够 解决 问题 ,能 够 通过 证 据 获 
得 正确 的 结论 ,让 学 生 对 所 研究 的 问题 发 生 内 在 的 兴趣 ; 

帮助 学 生 找 出 他 们 正在 研究 的 问题 和 他 们 已 经 知道 的 事物 
之 间 的 联系 ,指导 学 生 如 何 对 比 事物 ,如 何 思考 问题 ,促成 学 生 的 
发 现 ; 

要 帮助 学 生 找 出 结论 ,建立 认 知 结构 . 
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6. 启发 式 

启发 式 教学 思想 是 孔子 在 世界 教育 史上 最 早 提出 的 . 孔子 
说 :不 愤 不 剧 , 不 启 不 发 "孔子 认为 ,任何 学 习 过 程 都 要 建立 在 
学 生 自觉 需要 的 基础 上 ,应 充分 调动 学 生 的 主动 性 和 积极 性 . 学 
生 自 己 要 会 对 问题 思考 ,获得 切实 的 领会 ,这 样 获得 知识 才 是 可 
靠 和 有 效 的 . 所 以 ,要 帮助 学 生 形成 遇 事 思考 的 习惯 ,培养 其 善于 
独立 思考 的 能 力 ,提倡 启发 式 教学 “启发 式 "后 来 传 到 了 外 国 . 

启发 式 有 设置 悬念 的 ,有 引 而 不 发 的 ,有 分 步 置 疑 的 等 . 切忌 
事先 把 答案 告诉 给 学 生 和 老师 代替 等 . 启发 式 也 是 一 种 教学 思 
想 ,鼓励 学 生 自己 去 创造 ,去 解决 问题 . 

7. 程序 教学 

程序 教学 是 一 种 个 体 自学 的 方式 . 学 生 独 立 钻研 经 过 特别 改 
编 的 程序 化 的 教材 , 既 要 动脑 又 要 动手 ,还 要 根据 各 自 的 学 习 能 
力 、 水 平 ,调整 自己 的 学 习 速度 , 边 读 边 练 ,不 仅 可 以 及 时 强化 学 
生 正确 的 反应 ,而 且 促 进 他 们 主动 积极 地 去 获得 知识 和 技能 , 提 
高 他 们 的 自学 能 力 . 

程序 教育 发 源 于 美国 . 1926 年 普 莱 西 就 设计 了 一 种 进行 自动 
教学 的 机 器 . 后 来 ,许多 国家 都 开展 了 对 于 程序 教学 的 研究 和 

程序 教学 如 今 名 目 繁多 . 直线 式 程序 是 美国 人 斯 金 纳 首创 
的 . 这 种 程序 把 学 习 材 料 分 成 许多 连续 的 步子 ,每 一 个 步子 就 是 
一 个 框 面 ,要 学 生 按 照 同 一 顺序 作答 ,然后 过 渡 到 下 一 步子 的 杠 
面 ;在 下 一 步 的 框 面 的 左 侧 印 上 前 一 框 面 的 答案 ,前 一 框 面 的 答 
案 自然 就 成 为 本 框 面 的 一 种 提示 ,如 此 循序 前 进 . 直线 式 程序 的 
模式 是 : 


@ 分 支 式 程序 是 由 美国 人 克 洛 德 首创 的 . 这 种 程序 采取 多 重 选 择 
反应 ,以 适应 个 别 差 异 的 需要 . 学 生 在 阅读 一 个 单元 教材 之 后 , 立 
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刻 用 这 个 单元 的 材料 对 他 进行 测验 . 测验 题 有 几 个 选择 答案 , 包 
括 正确 的 和 不 正确 的 (这 些 不 正确 的 答案 是 学 生 经 常 可 能 出 现 的 
错误 ) ,都 让 学 生 自己 选择 . 如 果 选 对 了 ,表明 他 学 会 了 这 个 单元 
的 教材 内 容 ,那么 就 引进 新 的 内 容 继续 学 习 下 去 ;如 果 选 错 了 , 则 
表明 他 还 不 懂 这 单元 的 教材 内 容 , 便 引 向 一 个 适宜 的 单元 ,澄清 
他 所 产生 错误 的 原因 之 后 ,再 继续 学 习 下 去 ,或 者 回 到 先前 的 单 


元 ,再 学 习 一 遍 , 然 后 再 引进 新 内 容 的 学 习 . 分 支 程序 的 模式 见 图 
2-4-1. 


图 2-4-1 


分 支 程序 中 一 般 有 主 支 和 分 支 ,如 图 的 由 GO 为 主 支 ， 
(8)@ 为 分 支 ; 分 支 又 可 分 为 亚 分 支 ,如 图 的 @@. 

分 支 式 的 程序 通过 学 生 的 选择 ,走向 不 同 的 支线 ,以 适应 个 
别 差异 的 需要 . 选择 完全 正确 的 学 生 一 直 沿 主 支 前 进 , 学 习 进 度 
就 快 ;选择 不 正确 的 学 生 ,走向 分 支 ,如 果 有 的 学 生 欠 缺 这 方面 的 
基本 知识 ,又 要 进入 亚 分 支 , 待 复习 这 部 分 基本 知识 之 后 ,才能 回 
到 主 支 继续 学 习 下 去 . 这 种 方法 适 于 运用 网 上 学 习 或 有 关 知识 的 
软件 在 电脑 上 学 习 , 所 以 采用 分 支 式 程序 教学 时 ,同一 班级 的 学 
生 , 由 于 各 人 的 水 平 不 同 ,在 学 习 速度 上 的 差别 是 很 大 的 . 前 面 说 
的 “ 读 议 讲 练 "法 , 某 种 意义 上 就 是 程序 教学 的 应 用 和 发 展 . 
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二 、 关 于 教学 评价 

数学 教学 评价 是 数学 教育 的 子 系统 . 数学 教学 评价 具备 以 下 
功能 :导向 功能 .调控 功能 、 激 励 功 能 .定性 和 定量 功能 等 . 因为 教 
学 评价 的 功能 ,自然 成 为 影响 学 生 数 学 学 习 的 一 个 重要 因素 . 

为 了 更 好 地 促进 学 生 的 数学 学 习 , 教 育 学 提出 了 教育 评价 的 
四 个 原则 :目的 性 原则 ,学 科 评 价 必须 有 明确 目的 ;@ 教 育 性 原 
则 ,教育 是 全 方位 的 教育 ,评价 应 体现 知识 的 学 习 、 能 力 的 培养 、 
技能 的 训练 .思想 方法 的 发 现 和 运用 及 学 习 态 度 .动机 日 的 的 教 
育 和 学 生 个 性 品质 的 培养 ;@ 科 学 性 原则 ,培养 学 生 的 科学 学 习 
精神 ,端正 学 生 的 学 习 态 度 ;@ 可 行 性 原则 ,评价 切实 可 行 . 因此 
在 布 卢 姆 (教育 评价 》 一 书 中 和 皮 连 生 教 授 在 ( 教 与 学 的 心理 学 》 
都 说 到 评价 的 定量 与 定性 问题 ,“ 信 度 、 效 度 、 难 度 、 容 度 "的 问题 . 
这 些 是 需要 认真 去 研究 挖掘 的 ， 
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9 
， 第 三 部 分 “数学 思想 方法 : 


gr 


自信 类 在 蒙昧 时 代 , 原 始 的 " 数 觉 " 抽 象 和 数 的 概念 的 形成 经 
过 漫长 的 时 期 . 直到 公元 前 600 ~ 300 年 ,数学 开始 作为 一 门 有 组 
织 的 \ 理 性 的 、 独 立 的 学 科 存在 . 至 今 数 学 像 一 株 茂 密 的 大 树 , 已 
有 了 并 且 继 续 生 长 着 越 来 越 多 的 分 支 . 随 着 人 类 社会 文明 的 发 展 
和 需要 ,人 们 把 数学 看 作 是 一 切 科学 的 语言 ;数学 是 一 把 打开 科 
学 大 门 的 钥匙 ;数学 是 一 种 思维 的 工具 ;数学 是 一 门 创造 的 艺术 . 
数学 渐渐 地 被 视 为 与 自然 科学 、 社 会 科学 平行 的 科学 . 正 像 王 梓 
坤 先生 在 《今日 数学 及 其 应 用 》 一 文中 指出 的 那样 :“ 数 学 的 贡献 
在 于 对 整个 科学 技术 (尤其 是 高 新 技术 ) 水 平 的 推进 和 提高 ,对 于 
科技 人 才 的 培养 和 滋润 ,对 于 经 济 建设 的 繁荣 ,对 于 全 体 人 民 科 
学 思维 的 提高 和 文化 素养 的 哺育 . "数学 已 成 为 现代 社会 的 文化 ， 
数学 观念 正在 影响 着 人 们 的 生活 和 工作 . 

数学 思想 方法 的 研究 始 自 20 世纪 40 年 代 , 数 学 家 波 利 亚 著 
有 《怎样 解 题 》,20 世纪 80 年 代 徐 利 治 教授 在 大 学 数学 系 开设 
“数学 方法 论 ”, 著 有 《数学 方法 论 选 讲 》. 自 此 ,数学 思想 方法 的 
研究 不 断 深入 . 关于 数学 思想 方法 ,北京 师范 大 学 钱 佩 玲 教授 指 
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出 ;数学 思想 方法 是 以 数学 内 容 为 载体 ,基于 数学 知识 , 又 高 于 
数学 知识 的 一 种 隐 性 知识 . “是 处 理 数 学 问题 的 指导 思想 和 基本 
策略 ,是 数学 的 灵魂 . "数学 思想 方法 的 研究 ,大 多 从 不 同 角度 组 
织 内 容 , 力 图 建立 一 个 体系 . 

数学 思想 方法 是 一 种 指导 思想 和 普遍 适用 的 方法 . 数学 本 身 
作为 一 种 科学 ,具有 严谨 性 ` 逻 辑 性 简捷 性 、 可 靠 性 等 特点 . 对 数 
学 思想 方法 的 研究 ,有 益 于 数学 本 身 的 研究 ,同时 ,数学 是 一 种 文 
化 ,是 一 种 态度 . 人 们 在 领悟 数学 的 真 谤 ,懂得 数学 的 内 涵 和 价值 
之 后 ,形成 一 种 素养 ,学 会 数学 地 思考 和 解决 问题 ,去 延伸 数学 中 
“人 人 平等 "的 精神 和 辩证 唯物 主义 态度 等 . 


§ 1 ”数学 思想 方法 


一 “数学 思想 方法 "的 解释 


“数学 思想 方法 ”一 词 , 自 20 世纪 90 年 代 以 来 ,在 数学 数学 
教育 范围 内 开始 使 用 ,使 用 率 在 增高 . 在 其 他 学 科 内 也 有 使 用 . 数 
学 思想 方法 贯穿 在 《数学 课程 标准 》( 实 验 ) 中 :中 把 它 作 为 教育 
的 目标 ,在 前 言 中 要 求教 师 “ 应 激发 学 生 的 积极 性 ” ,帮助 学 生 在 
学 习 的 过 程 中 真正 理解 和 掌握 基本 的 数学 知识 和 技能 、 数 学 思想 
方法 ;@ 把 它 作 为 学 生 学 习 的 目标 , “通过 义务 教育 阶段 的 数学 学 
习 ,学 生 能 够 获得 适应 未 来 生活 和 进一步 发 展 所 必需 的 重要 的 知 
识 (包括 数学 事实 、 数 学 活动 经 验 ) 以 及 基本 的 数学 思想 方法 和 必 
要 的 应 用 技能 "等 . 

那么 数学 思想 方法 "是 什么 ”对 此 学 者 们 有 不 同 的 解读 . 

有 一 种 观点 认为 "数学 思想 方法 是 一 个 理论 问题 ,有 狭义 和 
广义 两 种 理解 . 狭义 的 理解 认为 是 数学 本 身 的 论证 、 运 算 及 其 运 
用 手段 ;广义 的 理解 认为 , 除 上 述 内 容 以 外 ,还 应 包括 关于 数学 概 
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念 、 理 论 方法 以 及 形态 的 产生 与 发 展 规律 的 认识 .“ 

另 一 种 观点 认为 :目前 数学 思想 方法 不 像 数学 中 的 概念 那样 
明确 地 给 出 定义 ,只 能 给 出 一 种 解释 和 界 点 . 钱 佩 玲 教授 在 (数学 
思想 方法 与 中 学 数学 ) 中 指出 :“ 所 谓 数学 思想 是 对 数学 知识 的 本 
质 认识 ,是 从 某 些 具体 的 教学 内 容 和 对 数学 的 认识 过 程 中 提炼 上 
升 的 数学 观点 , 它 在 认识 活动 中 被 反复 运用 , 带 有 普遍 的 指导 意 
义 , 是 建立 数学 和 用 数学 解决 问题 的 指导 思想 . ”如 模型 思想 、 极 
限 思 想 、 统 计 思想 、 最 优 思想 、 化 归 思想 等 . 数学 方法 是 指 在 提出 
问题 .解决 问题 (包括 数学 内 容 问题 和 实际 问题 ) 过程 中 ,所 采用 
的 各 种 方式 ,手段 .途径 等 .上述 两 种 提 法 从 不 同 角度 对 数学 思想 
方法 进行 解读 和 思索 ,在 教学 实践 中 ,后 者 更 贴近 及 具有 普通 意 
义 .根据 数学 家 的 研究 ,数学 思想 方法 有 下 述 特征 : 

(1) 数 学 思想 和 数学 方法 是 紧密 联系 的 ,一 般 来 说 ,强调 指导 
思想 时 称 数学 思想 ,强调 操作 过 程 时 称 数学 方法 . 

如 :思想 方法 中 的 “化 归 ” ,我 们 在 思考 过 程 中 ,把 要 “解决 的 
问题 "转化 为 “已 知 的 问题 "或 “能 够 解决 的 问题 " ,这 就 是 “化 归 
思想 ”. 在 解决 问题 的 实践 中 ,具体 使 用 不 同 的 途径 和 方法 , 叫 “ 化 
归 方 法 ”. 

例 (3 -1-1) 在 xoy 平 面 上 ,已 知 三 直线 : 

Li:xcos3g +ycosg = a 

L,:xcos3B +ycosB = a 

Ly:xcos3y +ycosy = a 
相交 于 一 点 (交点 不 在 x 轴 上 ) ,求证 :cosa +cosB +cosy = 0. 

证 明 : 将 3 倍 角 化 为 单 角 , 设 LL 、L 交点 为 (xo ,yo)， 
则 有 x,(4cos’@ -3cosa) +Y, cosa = a 

x,(4cos'B—3cosB) +Y, cosB = a 
x, (4cos'y -3cosy) + cosy = a 


上 述 三 个 方程 结构 相同 ,只 是 角度 a、B、y 不 同 ,由 方程 解 定 


OO 


[ol 


272 


义 , 可 视 cosa、cosB、cosy 为 三 次 方程 
x (48 -31) +y,t = a 的 解 ， 
即 4 xt-(3x,~y,)t- a = 0 的 解 . 


由 韦 达 定 理 可 知 ti+ t, + 和 3 三 A 三 0， 


即 “cosa + cosgB + cosy = 0. 

(2) 数 学 方法 的 层次 性 ”数学 是 由 低级 到 高 级 ,由 客观 现实 
到 抽象 形成 和 发 展 起 来 的 . 数学 方法 的 载体 是 数学 知识 ,数学 知 
识 具 有 层次 性 ,因此 也 赋予 数学 方法 带 有 层次 性 . 如 二 元 一 次 方 
程 组 的 解法 ,也 有 着 层次 :第 一 层次 是 代入 法 ;第 二 层次 是 加 减 
法 ;第 三 层次 是 换 元 法 . 又 如 变换 方法 , 钱 佩 玲 教授 将 其 表示 为 图 
3-1-1 所 示 的 层次 图 


分 解 组 合 
恒 等 变换 | 换 元 

配方 

待定 系数 
每 级 数 变换 ( 母 函 法 ) ; 

平移 
| 

反射 
仿 射 变换 
射影 变换 


变 
换 
方 
法 | 几何 变换 


积分 变换 
微分 变换 
图 3-1-1 


从 中 发 现 层次 性 越 低 ,可 操作 性 越 强 ;层次 性 越 高 , 它 含 的 内 
涵 越 丰富 . 
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《3 ) 数 学 科学 的 特征 和 数学 思想 方法 ” 钱 佩 玲 教授 在 《数学 
思想 方法 与 中 学 数学 ) 中 将 数学 的 发 展 概括 为 三 个 阶段 :创新 阶 
段 理 论 建立 阶段 ,应 用 阶段 ,作者 认为 数学 发 展 应 为 :创新 阶段 、 
理论 建立 阶段 ,应 用 阶段 和 再 发 展 阶 段 . 用 框图 可 表达 为 
图 3 -] -2. | 


创新 草 论 建立 应 用 与 再 
阶段 阶段 发 展 阶段 
把 一 般 结论 应 用 
到 具体 问题 中 去 
Pe 再 发 展 


抽象 玛 辑 应 用 和 作为 新 
发 展 的 素材 


图 3-1 -2 


钱 佩 玲 教授 对 框图 表现 的 思想 做 了 论述 :中 数学 的 发 展 始 于 
对 有 具体 问题 .具体 素材 的 观察 、 实 验 、 合 情 推 理 , 并 在 此 基础 上 进 
一 步 通过 比较 、 分 析 、 综 合 、 概 括 ,去 揭示 事物 的 本 质 . 进而 运用 所 
获取 的 理论 .思想 方法 去 分 析 和 解决 问题 . @ 数 学 不 满足 特殊 情 
况 的 结果 ,追求 理论 的 一 般 性 ,而 是 通过 归纳 类比 去 探索 研究 事 
物 的 一 般 规律 和 方法 . @ 理 论 的 扩充 ,达到 概念 和 理论 更 大 范围 
内 的 统一 ,形成 新 的 理论 . 关于 数学 活动 中 包含 着 数学 科学 方法 ， 
在 观察 .实验 比较、 分析、 归纳、 类 比 中 进行 推理 ,发 现 , 创 造 , 证 
明和 批判 . 同时 ,严格 地 依托 逻辑 学 、 数 理 逻 辑 .数学 逻辑 和 公理 
论 的 工具 . 
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$ 2 ”初等 数学 中 的 思想 方法 内 容 与 数学 学 习 


数学 思想 方法 是 数学 学 习 的 目的 之 一 ,又 是 数学 学 习 的 重要 
工具 , 即 在 某 一 时 段 内 、 某 一 个 问题 上 、 某 一 过 程 中 通过 学 习 获 取 
的 结果 , 它 具 有 目的 性 ;而 在 新 的 时 间 阶 段 内 、 新 的 问题 上 、 新 的 
过 程 中 ,又 是 获取 学 习 结果 的 工具 ,呈现 工具 性 . 本 节 将 讨论 数学 
思想 方法 内 容 及 数学 学 习 的 关系 . 


一 、 初 等 数学 中 的 数学 思想 方法 


随 着 时 代 的 发 展 , 小 学 ,中 学 ,高 中 数学 内 容 都 发 生 了 一 些 变 
化 . 比如 ,从 20 世纪 80 年 代 以 来 ,高 中 教材 陆续 增添 了 集合 逻辑 
初步 概率、 统计 、 向 量 、 行 列 式 与 线性 方程 微 积分 等 . 

具体 来 讲 , 在 代数 部 分 ,小 学 阶段 所 学 的 自然 数 、 小 数 、 分 数 
的 基础 上 ,把 数 系 扩充 到 有 理 数 系 和 实数 系 ,并 明确 了 算 律 ,充分 
利用 算 律 解 一 元 一 次 、 二 次 方程 ,多 元 一 次 方程 组 , 青 进一步 引进 
多 项 式 及 其 运算 ,学 习 分 式 \ 根 式 , 学 习 换 元 配方 待定 系数 等 代 
数 解 题 的 通 法 ,最 后 介绍 函数 及 其 图 像 、 统 计 初 步 . 高 中 代数 把 数 
系 扩充 到 复数 系 ,进一步 加 强 多 项 式 理论 \ 方 程 理论 的 学 习 ,在 映 
射 观点 下 加 深 对 函数 本 质 的 理解 ,学 习 基 本 初等 函数 ,学 习 数列 
与 数学 归纳 法 . 最 后 是 二 项 式 定理 和 概率 初步 ,增加 了 概率 统计 
的 有 关内 容 和 微 积分 初步 ,还 对 人 逻辑 初步 知识 作 了 适当 的 增补 . 

几何 包括 平面 几何 立体 几何 .解析 几何 ,属于 从 实验 几何 到 
推理 几何 和 从 推理 几何 到 解析 几何 的 阶段 ,高 中 新 教材 增加 了 向 
量 的 有 关内 容 ,以 便 通 过 向 量 及 其 运算 把 空间 结构 代数 化 ,以 向 
量 为 桥梁 ,将 形 、 数 更 好 地 结合 起 来 . 

通过 数学 教 与 学 的 实践 和 改革 ,教材 的 一 些 内 容 还 会 进行 调 
整 和 增删 . 但 不 论 如 何在 中 学 数学 中 ,除了 有 观察 、 实 验 \ 归 纳 、 类 
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比 、 分 析 、 综 合 . 抽 象 . 概 括 等 形成 数学 理论 的 方法 ,有 一 般 的 逻辑 
推理 .证 明 方法 ,以 及 化 归 、 递 推 .等 价 转换 ,推广 与 限定 等 常用 的 
一 般 数学 思想 方法 之 外 ,还 有 着 其 特有 的 一 些 基本 的 数学 思想 方 
法 ,例如 : 

(1) 用 字母 代替 数 的 思想 方法 ; 

(2) 集 合 的 思想 方法 ; 

(3 ) 函数 映射 \ 对 应 的 思想 方法 ; 

(4) 数 形 结合 的 思想 方法 ; 

(5) 最 优化 的 思想 方法 ; 

(6) 统 计 思 想 与 数据 处 理 方法 ; 

(7) 极 限 思想 和 逼近 方法 ; 

(8) 分 类 的 思想 方法 ; 

(9) 参 数 的 思想 方法 . 

这 些 思想 方法 对 于 中 学 数学 学 习 和 学 生 的 思维 能 力 、 解 决 问 
题 能 力 的 培养 和 提高 起 到 推动 作用 . 同时 思想 方法 的 形成 也 是 学 
习 水 平 提高 的 标志 . 比如 :用 字母 代替 数 的 思想 方法 ,可 以 使 学 生 
思维 水 平实 现 飞 牙 . 

从 算术 到 代数 , 即 从 具体 数字 到 抽象 符号 的 飞跃 ; 

从 实验 几何 到 推理 几何 的 飞跃 ; 

从 常量 到 变量 的 飞跃 ( 函数 概念 的 形成 和 发 展 ) ; 

从 平面 几何 到 立体 几何 的 飞 轻 ; 

从 推理 几何 到 解析 几何 的 飞跃 ; 

从 有 限 到 无 限 的 飞 获 . 

在 上 述 诸多 飞跃 中 ,从 具体 数字 到 抽象 符号 的 飞 路 ,掌握 字 
母 代替 数 的 思想 方法 是 整个 中 学 数学 重要 目标 之 一 . 从 用 字母 表 
示 数 ,到 用 字母 表示 未 知 数 元 、 表 示 待 定 系数 ,到 换 元 、 设 辅助 元 ， 
再 到 用 f(x) 表 示 式 ,表示 函数 等 字母 的 使 用 与 字母 的 变换 ,是 一 
整套 的 代数 方法 . 列 方程 解 方 程 的 方法 是 解决 已 知 量 与 未 知 量 


276 


间 等 量 关 系 的 一 类 代数 方法 ,此 外 ,待定 系数 法 、 根 与 系数 的 关 
系 , 力 至 解 不 等 式 、 消 数 定义 域 的 确定 \ 极 值 的 求法 等 等 ,都 是 字 
母 代替 数 的 思想 和 方法 的 推广 . 因此 ,用 字母 代替 数 的 思想 方法 
是 中 学 数学 中 最 基本 的 思想 方法 之 一 . 为 什么 有 不 少 学 生 总 认为 
3a >a, -a<a, 就 是 没有 掌握 用 字母 代替 数 的 思想 

再 如 集合 的 思想 方法 : 

集合 的 思想 方法 是 现代 数学 的 基础 ,在 此 基础 上 形成 运用 统 
一 的 语言 . 采用 公理 化 方法 和 思想 ,为 现代 数学 的 结构 化 、 形 式 
化 .统一 化 提供 了 较 好 的 表达 、 组 织 方式 ,作为 基础 的 中 学 数学 内 
容 自 然 也 有 意识 地 渗透 和 运用 集合 的 语言 思想 方法 . 

在 代数 中 应 突出 数 系 的 通 性 、 通 法 ,渗透 建立 代数 结构 的 思 
想 ,比如 强调 整数 .有理数 等 数 集 和 多 项 式 集合 关于 加 法 、 乘 法 
( 数 乘 元 素 ) 的 封闭 性 ,这 就 可 为 以 后 学 习 高 等 数学 打下 基础 ,从 
更 高 的 观点 来 看 待 具体 的 运算 . 

几何 中 的 轨迹 法 和 交 轨 作 图 ,也 是 运用 集合 的 思想 方法 , 通 
过 训练 学 习 从 具体 的 数学 对 象 抽 象 到 集合 的 元 素 ,进而 进行 分 类 
等 数学 思想 方法 . 

集合 的 思想 里 任 一 几何 图 形 都 是 R' 或 R 或 R 的 子 集 , 因 
此 ,这 就 可 通过 集合 术语 (属于 、 包 含 、 并 集 、 交 集 、 余 集 、 空 集 ) , 借 
助 集合 知识 和 描述 集合 特征 性 质 间 的 关联 ,说 明 性 质 的 逻辑 关 
系 . 例如 :整体 与 部 分 的 关系 一 一 全 集 与 子 集 的 关系 ;蕴涵 一 一 包 
含 关系 ; 析 取 一 一 集合 之 并 集 ; 合 取 一 一 集合 之 交集 ; 非 一 一 余 集 
( 补 集 ). 以 集合 为 工具 , 讲 清 一 些 基本 逮 辑 关系 、 推 理 格式 、 这 种 
思想 方法 还 便于 推广 到 R" 和 抽象 空间 中 ,并 可 沿用 原来 的 几何 
语言 (如 球 、 超 平面 等 ) ,这 对 培养 几何 直观 能 力 是 十 分 有 益 的 . 

比如 晴 数 映射、 对 应 的 思想 方法 ,对 应 研究 的 是 运动 变化 、 
相依 关系 ,以 一 种 状态 确定 地 刻画 另 一 种 状态 ,我 们 把 研究 状态 
过 渡 到 研究 变化 过 程 称 为 对 应 思想 方法 . 
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函数 概念 在 中 学 数学 关于 代数 式 \ 方 程 、 不 等 式 、 排 列 组 合 、 
数列 等 主要 内 容 中 有 程度 不 同 的 体现 . 

代数 式 可 看 作 函 数 的 值 :3a 可 看 作 函 数 y = 3x 当 x = a 时 
的 值 ; 

两 个 代数 式 f(x) .g(x) 恒 等, 等 价 孙 数 h(x) = f(x) -g(x) 
恒 等 于 等; 

方程 x) = 0 的 根 可 看 作 函 数 y = f(x) 的 图 像 与 x 轴 交 点 
的 横 坐 标 ; 

在 不 等 式 的 证 明 中 ,函数 的 性 质 经 常 是 有 力 的 工具 ; 

数列 是 一 种 特殊 的 函数 ; 

排列 组 合 中 的 某 些 公式 可 看 作 是 函数 , 例如 排列 数 
A”"= n(n-1)…(n-m+1)(m<n) 是 二 元 函数 ,全 排列 4"= ml 
是 一 元 函数 ,于 是 便 可 借用 函数 的 有 关 性 质 处 理 相应 问题 ; 

映射 是 函数 的 发 展 ,函数 是 一 种 特殊 的 映射 ,用 映射 观点 看 
函数 ,更 加 突出 了 对 应 的 本 质 . 

函数 概念 的 形成 和 发 展 是 中 学 数学 中 从 常量 到 变量 的 一 个 
认识 上 的 飞跃 ,因此 ,理解 和 掌握 函数 的 思想 方法 无 疑 会 有 助 于 
实现 这 一 飞 夏 . 

另外 , 数 形 结合 的 思想 方法 . 

笛 卡 儿 在 对 欧 几 里 得 几何 方法 与 代数 方式 进行 深入 研究 、 比 
较 分析 的 基础 上 ,创立 了 解析 几何 一 一 一 种 研究 几何 问题 的 新 
方法 ;通过 坐标 系 , 将 平面 上 的 曲线 用 两 个 变量 x、y 的 方程 表示 ， 
使 得 图 形 的 几何 关系 在 方程 的 性 质 中 表现 出 来 ,成 为 数 形 结合 的 
典范 ,数学 史上 的 里 程 碑 . 当然 ,我们 今天 的 数 形 结合 的 思想 方法 
有 着 更 广 的 含义 ,但 本 质 是 一 样 的 , 它 采 用 了 代数 方法 和 几何 方 
法 中 的 优点 :几何 图 形 的 形象 直观 ,便于 理解 ;代数 方法 的 一 般 
性 . 解 题 过 程 的 程序 化 可 操作 性 强 、 便 于 把 握 ,因此 数 形 结合 的 
思想 方法 是 学 好 中 学 数学 的 重要 思想 方法 . 高 中 新 大 纲 中 增加 了 
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向 量 的 内 容 ,其 目的 之 一 是 将 它 作为 数 形 结合 的 桥梁 ,更 好 地 理 
解 和 掌握 数 形 结合 的 思想 . 


二 \ 数 学 思想 方法 与 数学 学 习 


数学 思想 方法 是 数学 的 灵魂 ,是 数学 学 习 的 指导 思想 和 基本 
策略 ,是 数学 学 习 的 目的 和 手段 ,因此 ,引导 学 生 领 悟 和 掌握 以 数 
学 知识 为 载体 的 数学 思想 方法 是 数学 学 习 的 目标 和 任务 . 同时 通 
过 数学 学 习 去 认识 数学 知识 和 数学 思想 方法 的 价值 .魅力 和 数学 
美 ,从 而 去 运用 数学 发展 数学 . 

发 现 数学 是 一 部 人 类 科学 史 中 创 新 的 辉煌 篇 章 . 伽 罗 瓦 开创 
了 置换 群 的 研究 ,用 群 论 方法 才 确立 了 代数 方程 的 可 解 性 理论 ， 
彻底 解决 了 一 般 形 式 代 数 方程 根 式 解 的 这 一 难题 . 解析 几何 的 创 
立 实现 了 形 数 沟通 、 数 形 结合 及 互相 转化 . 对 应 的 思想 方法 解决 
了 无 穷 集 元 素 “ 多 少 ” 的 比较 问题 ,可 把 无 穷 集 按 “ 势 "(或 基数 ) 
分 成 不 同 的 “层次 ”, 等 等 . 从 中 可 体会 到 ,有 了 方法 才 获 得 了 “ 钠 
匙 ” ,数学 的 发 展 绝 不 仅仅 是 材料 、 事 实 知识 简单 的 积累 和 增加 ， 
而 必须 有 新 的 思想 方法 参与 , 才 会 有 创新 , 才 会 有 发 现 和 发 明 . 因 
此 ,从 宏观 意义 上 来 说 ,数学 思想 方法 是 数学 发 现 \ 发 明 的 关键 和 
动力 ;从 微观 意义 上 来 说 ,在 我 们 的 数学 教学 和 数学 学 习 中 ,要 再 
现 数学 的 发 现 过 程 ,揭示 数学 思维 活动 的 一 般 规律 和 方法 ,我 们 


只 有 从 知识 和 思想 方法 两 个 层面 上 去 学 习 , 从 整体 上 ,从 内 部 规 ， 


律 上 掌握 系统 化 的 知识 ,以 及 蕴含 于 知识 中 的 思想 方法 ,才能 使 
学 生 形 成 良好 的 认 知 结构 ,最 终 达到 提高 学 生 洞察 事物 、 寻 求 联 
系 、 解 决 问题 的 思维 品质 和 各 种 能 力 ,培养 现代 社会 需要 的 智能 
型 人 才 . 以 知识 为 载体 的 数学 思想 方法 ,是 使 学 生 提 高 思维 水 平 、 
真正 懂得 数学 的 价值 有 效 途 径 . 建立 科学 的 数学 观念 ,是 发 展 数 
学 、 运 用 数学 的 重要 保证 . 数学 思想 方法 对 于 数学 学 习 的 意义 更 
加 明显 . 


279 


三 ,关于 数学 思想 方法 的 学 习 . 


数学 思想 是 数学 内 容 的 进一步 提炼 和 概括 ,是 以 数学 内 容 为 
载体 的 对 数学 内 容 的 一 种 本 质 认识 ,因此 数学 思想 方法 是 一 种 隐 
性 的 知识 内 容 , 要 通过 反复 体验 才能 领悟 和 运用 的 . 数学 思想 方 
法 是 处 理 、 解 决 问题 的 一 种 方式 .途径 .手段 ,是 对 变换 数学 形式 
的 认识 ,同样 要 通过 数学 内 容 才 能 反映 出 来 ,并 且 要 在 解决 问题 
的 不 断 实践 中 才能 理解 和 掌握 . 从 原则 上 来 说 ,一 般 可 以 考虑 学 
试 以 下 途径 贯彻 数学 思想 方法 的 教学 . 

1. 充分 挖掘 教材 中 的 数学 思想 方法 

数学 思想 方法 是 隐 性 的 更 本 质 的 知识 内 容 , 因 此 教师 必须 深 
和 钻研 教材 ,充分 挖掘 有 关 思想 方法 . 例如 : 

在 二 元 一 次 方程 组 的 应 用 题 部 分 ,有 一 道 题 的 解法 用 了 “ 整 
体 代入 "的 思想 方法 ,教师 应 强调 突出 这 一 思想 方法 的 优越 性 , 因 
为 这 种 “整体 代入” 的 思想 方法 在 以 后 将 广 为 使 用 . 同时 ,这 也 是 
对 字母 代替 数 的 更 深刻 的 理解 . 

2. 有 目的 、 有 意识 地 渗透 ,介绍 有 关 数 学 思想 方法 

在 进行 教学 时 ,一 般 可 从 前 面 我 们 对 数学 特征 及 中 学 数学 内 
容 分 析 的 数学 思想 方法 中 考虑 ,应 是 渗透 、 介 绍 或 是 强调 层次 ,要 
求学 生 在 什么 层次 上 把 握 数 学 方法 ,是 了 解 ,还 是 理解 ,还 是 掌 
握 ,或 者 灵活 运用 . 然后 进行 合理 的 教学 设计 ,从 教学 目标 的 确 
定 、 问 题 的 提出 、 情 境 的 创设 ,到 教学 方法 的 选择 ,整个 教学 过 程 
都 要 精心 设计 安排 ,做 到 有 意识 有 目的 地 进行 数学 思想 方法 教 
学 . 比如 : 

化 归 是 数学 研究 问题 的 一 般 思 想 方 法 和 解决 问题 的 一 种 策 
略 ,因此 ,我 们 可 作为 一 种 指导 思想 渗透 在 教学 过 程 中 ,根据 具体 
内 容 ,通过 渗透 ,介绍 \ 强 调 等 不 同方 式 ,让 学 生体 验 、 学 习 这 一 思 
想 方 法 . 解 方 程 时 ,一 般 总 是 考虑 将 分 式 方程 化 归 为 整 式 方程 无 
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理 方程 化 归 为 有 理 方程 .超越 方程 化 归 为 代数 方程 ;处 理 立 体 几 
何 问题 时 ,往往 把 空间 问题 化 归 到 某 一 平面 上 (这 个 平面 一 般 是 
几何 体 的 某 一 个 面 ,或 某 一 辅助 平面 ) ,再 用 平面 几何 的 结论 和 方 
法 去 解决 ;在 解析 几何 中 ,一 般 可 考虑 通过 建立 恰当 的 坐标 系 ,把 
几何 问题 化 归 为 代数 问题 去 处 理 ; 有 关 复 数 的 问题 可 通过 其 代数 
形式 或 三 角形 式 化 归 为 实数 问题 或 三 角 问 题 加 以 解决 ;从 一 个 具 
体 的 解 题 方法 和 对 不 同 题 型 的 反复 练习 中 提炼 概括 出 一 般 规律 
和 有 关 的 思想 方法 等 等 . 总 之 ,通过 反复 的 体验 和 实践 ,使 学 生 从 
中 学 到 用 数学 知识 思考 问题 .解决 问题 的 一 般 思 想 方 法 . 

还 可 以 结合 具体 对 象 和 内 容 ,渗透 重要 的 意识 和 观点 ,介绍 
相应 的 方法 :在 有 理 数 的 有 关内 容 中 渗透 数 形 结合 的 思想 和 矛盾 
统一 的 观点 ;在 代数 式 中 强调 抽象 的 思想 、 数 学 形式 化 的 观点 和 
分 类 讨论 的 方法 ;在 解 方程 和 解 不 等 式 中 强调 等 价 转换 的 思想 方 
法 ;在 平面 几何 中 渗透 和 介绍 几何 变换 的 思想 方法 .运动 变化 的 
观点 ;在 立体 几何 和 二 次 曲线 中 强调 类 比 一 猜想 一 证 明 的 发 现 过 
程 ,渗透 创新 的 意识 等 等 . 

3. 有 计划 有 步骤 地 渗透 .介绍 有 关 思 想 方 法 

在 知识 形成 阶段 ,可 选用 观察 实验、 比较 、 分 析 、 抽 象 . 概 括 
等 抽象 化 、 模 型 化 的 思想 方法 ,字母 代替 数 的 思想 方法 ,函数 的 思 
想 方 法 ,方程 的 思想 方法 ,极限 的 思想 方法 ,统计 的 思想 方法 
等 等 . 

在 知识 结论 推导 阶段 和 解 题 教学 中 可 选用 分 类 讨论 ,化 归 、 
等 价 转换 、 特 殊 化 与 一 般 化 .归纳 类比 等 思想 方法 . 

在 知识 的 总 结 性 阶段 可 采用 公理 化 、 结 构 化 等 思想 方法 . 

总 之 ,由 于 数学 思想 方法 是 基于 数学 知识 又 高 于 数学 知识 的 
一 种 隐 性 的 数学 知识 ,要 在 反复 的 体验 和 实践 中 才能 使 个 体 逐 渐 
认识 、 理 解 ,内 化 为 个 体 认 知 结构 中 对 数学 学 习 和 问题 解决 有 着 
程序 性 知识 的 稳定 成 分 . 对 此 ,教材 内 容 的 合理 编排 和 高 质量 的 
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教学 设计 是 贯彻 数学 思想 方法 教学 的 基础 和 保证 . 作为 老师 为 学 
生 提供 良好 学 习 的 环境 ,充分 体现 “观察 一 实验 一 思考 一 猜想 一 
证 明 ( 或 反驳 )" 这 一 数学 知识 的 认识 理解 和 再 创造 的 过 程 ,展现 
概括 的 提出 过 程 结 论 的 探索 过 程 和 解 题 的 思考 过 程 . 从 对 数学 
具有 归纳 演绎 两 个 侧面 的 全 面 认识 ,从 使 学 生 掌 握 知识 、 形 成 能 
力 和 良好 思维 品质 的 全 方位 要 求 出 发 ,去 精心 做 好 教学 目标 、 内 
容 \ 方 法 等 的 设计 . 


四 、 数 学 学 习 中 教师 的 教学 


教师 教学 活动 中 充分 体现 教 的 主体 ,是 学 生 学 好 数学 的 关键 
因素 . 我 们 主要 探讨 在 数学 教学 过 程 中 如 何 有 效 地 发 挥 教师 的 
作用 . 

1. 对 数学 学 习 的 有 效 指导 

在 教学 过 程 中 ,将 数学 知识 灌输 给 学 生 、 牵 着 学 生 走 与 通过 
启发 学 生 思考 ,引导 学 生发 现 使 其 获得 数学 知识 ,是 两 种 截然 不 
同 的 数学 教学 观 . 一 般 情 况 下 ,教师 常常 “控制 "着 课堂 教学 的 过 
程 ,“ 支 配 ” 着 课堂 教学 的 时 间 , “主导 ”着 课堂 教学 的 方向 . 然而 ， 
“控制 “支配”、“ 主 导 ” 虱 应 当 是 以 学 生 的 数学 学 习 为 中 心 和 基 
础 的 ,教师 在 课堂 上 的 一 切 活动 都 应 向 学 生发 展 的 需要 方面 转 
移 . 教师 在 教学 过 程 中 的 作用 首先 在 于 对 学 生 的 数学 学 习 的 有 效 
指导 . 上 海 市 青浦 县 数学 教学 改革 实验 大 面积 提高 了 教学 质量 ， 
其 教学 结构 包括 具有 层次 性 的 五 个 环节 :把 问题 作为 教学 的 出 发 
点 ;指导 学 生 开展 尝试 活动 ;组 织 变 式 训练 ,提高 训练 效率 ;归纳 
结论 ,纳入 知识 系统 ;根据 教学 目标 分 类 细 目 ,教师 回馈 调节 . 每 
一 环节 中 ,教师 的 有 效 指导 都 是 十 分 重要 的 . 对 学 生 的 有 效 指导 
包括 多 方面 的 内 容 , 有 数学 学 习 指导 、 思 想 道德 指导 、 人 格 发 展 指 
导 等 等 . 从 过 程 角度 看 ,教师 在 数学 教学 中 的 有 效 指导 ,首先 是 合 
理 创设 问题 情境 ,激发 学 生 的 学 习 动 机 ,使 学 生 清楚 问题 所 在 , 明 
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确 数学 学 习 目 标 ;然后 是 以 多 种 形式 、 多 种 手段 引导 学 生发 现 知 
识 , 找 出 规律 ;最 后 是 指导 练习 ,归纳 结论 ,指出 进一步 的 数学 学 
习 目标 . 

2. 对 数学 学 习 的 有 效 组 织 

数学 教学 是 一 种 有 序 的 社会 活动 ,特别 是 在 学 校 的 班级 教学 
中 ,教学 的 组 织 工作 是 重要 的 ,杂乱 无 章 、 缺 乏 组 织 的 教学 不 会 是 
成 功 的 教学 . 教师 作为 教 的 主体 ,还 体现 在 其 组 织 者 的 身份 上 . 有 
效 组 织 教 学 是 依照 数学 教学 计划 ,逐步 实现 数学 教学 目标 的 过 
程 . 教学 组 织 主 要 体现 在 教学 的 方式 方法 上 ,其 有 效 性 是 由 数学 
教学 内 容 、 学 生 、 教 学 条 件 及 教师 本 身 特点 等 多 种 因素 决定 的 . 教 
师 应 根据 各 种 因素 的 具体 特点 ,选择 教学 的 方式 方法 制定 教学 计 
划 , 并 在 实施 过 程 中 激励 促进 教学 的 积极 因素 ,防止 干扰 和 有 效 
控制 消极 因素 ,实现 对 数学 教学 的 有 效 组 织 , 保 障 数学 学 习 的 

3. 对 数学 学 习 的 有 效 评价 

数学 教学 过 程 中 ,学 生 学 习 积极 性 的 保持 与 充分 发 挥 既 在 于 
教师 的 有 效 指导 有 效 组 织 , 也 在 于 教师 的 有 效 评价 . 教学 评价 是 
对 教学 效果 的 科学 判断 ,是 利用 一 切 技 术 、 方 法 和 手段 准确 地 收 
集 为 教学 决策 提供 的 各 种 信息 ,评价 的 关键 是 教 向 学 的 转化 的 结 
果 . 教师 在 教学 过 程 中 对 学 生 学 习 的 正确 评价 ,能 够 有 效 地 促进 
和 引导 学 生 的 数学 学 习 . 青少年 学 生 十 分 看 重 教师 对 自己 的 评 
价 ,教师 的 评价 对 他 们 的 学 习 以 及 思想 、 态 度 、 情 感 \ 行 为 都 有 着 
较 大 的 影响 . 教师 也 从 评价 中 获取 学 生 个 体 学 习 状况 的 信息 ,为 
调整 教学 进度 ,作出 教学 决策 提供 依据 . 因此 ,教师 要 重视 和 利用 
评价 ,本 着 公正 、 实 事 求 是 .促进 学 生 学 习 的 原则 ,充分 发 挥 评价 
的 诊断 .导向 .调整 与 激励 功能 ,通过 教学 过 程 中 的 不 断 评价 , 端 
正教 学 的 方向 . 需要 指出 的 是 :数学 教学 过 程 中 教师 还 应 当 引 导 
学 生 参 与 评价 工作 ,使 其 能 够 正确 地 评价 自己 和 他 人 ,这 样 做 有 
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助 于 学 生 提高 数学 学 习 效率 ,更 好 地 得 到 全 面 发 展 . 
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第 二 章 ”数学 学 习 的 抽象 方法 


毛泽东 在 《实践 论 ) 中 说 :“ 人 类 社会 的 生产 活动 ,是 一 步 又 一 
步 地 由 低级 向 高 级 发 展 ,因此 ,人 们 的 认识 无 论 对 于 自然 界 方面 ， 
还 是 对 于 社会 方面 ,也 都 是 一 步 又 一 步 地 由 低级 向 高 级 发 展 . "人 
们 通过 对 物质 的 抽象 自然 规律 的 抽象 ,价值 的 抽象 等 ,获得 对 自 
然 界 的 本 质 的 认识 . 通过 抽象 “我 们 从 有 限 中 找到 无 限 , 从 暂时 
中 找到 永久 ”. 在 思想 上 把 个 别 性 提高 到 特殊 性 ,再 从 特殊 性 提高 
到 普遍 性 . 从 而 使 “一切 科学 的 (正确 的 ,郑重 的 、 非 里 说 的 ) 抽 象 
都 更 深刻 , 更 正确 , 更 完全 地 反映 着 自然 "(列宁 《 黑 格 尔 
< 逻辑 学 > 一 书 摘要 》). 抽象 方法 也 是 数学 活动 的 一 般 方法 ,本 
章 将 对 科学 的 抽象 .抽象 的 方式 等 进行 讨论 . 


$1 ”数学 的 抽象 


一 思维 结构 


心理 学 对 思维 的 研究 包含 两 个 层次 :其 一 ,是 从 大 脑 反 映 现 
实 的 本 质 和 内 在 联系 的 过 程 方面 揭示 认识 的 高 级 形式 ,这 属于 理 
性 认识 过 程 ;其 二 ,是 研究 外 界 的 变化 和 发 展 如 何 成 为 意识 事实 ， 
即 感性 认识 向 理性 认识 转化 的 过 程 ,其 中 感性 认识 包括 感觉 \ 知 
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觉 . 表 象 ,它们 都 是 思维 的 基础 ,而 表象 是 感性 认识 向 理性 认识 过 
渡 的 中 介 , 理 性 认识 包括 概念 判断、 推理 ,而 概念 是 思维 的 细胞 
和 主要 形式 . 思维 的 物质 性 如 图 3 -2 -1 是 人 脑 对 客观 事物 运动 
规律 性 的 反映 ,是 物质 运动 规律 性 转化 为 思维 活动 的 过 程 . 思维 
过 程 有 着 抽象 特征 ,但 是 这 种 对 事物 运动 的 规律 性 反映 用 数学 的 
观点 来 讲 , 是 由 物质 运动 到 思维 活动 的 一 个 同 态 映射 . 


客 ; 感觉 * 主 
观 | 
eR . 
现 i 认 
实 : 感觉 一 识 


图 3-2-1 


思维 结构 是 人 们 在 现实 客观 世界 中 形成 的 ,是 由 最 基本 的 要 
素 构成 的 开放 性 系统 , 它 是 不 断 演 变 、 进 化 的 . 

二 、 科 学 的 抽象 

认识 客观 世界 的 第 一 步 就 是 观察 和 实验 ,而 由 此 所 得 的 只 是 
一 些 感性 认识 和 具体 的 素材 . 对 这 些 材料 进行 理性 的 加 工 , 才 能 
进一步 认识 到 客观 事物 的 本 质 属 性 ,而 对 其 加 工 的 主要 方法 就 是 
抽象 . 

1. 数学 抽象 

客观 世界 是 由 相互 联系 的 客体 组 成 的 ,而 每 一 客体 都 有 许多 
方面 的 属性 ,如 大 小 、 形 状 、 质 量 、 颜 色 、 化 学 成 分 …… 这 些 属性 都 
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统 -- 于 客体 之 中 ,而 人 们 对 客体 的 认识 ,只 能 是 一 个 侧面 一 个 侧 
面 的 分 别 去 认识 . 为 了 认识 某 一 方面 的 属性 ,就 要 暂时 舍弃 其 他 
方面 的 属性 ,这样 才能 获得 对 所 专注 属性 的 认识 . 这 种 认识 的 方 
法 就 叫 抽象 . 例如 ,自然 界 中 本 没有 纯 铁 ,只 有 和 其 他 矿物 共生 的 
铁 矿石 ,为 了 得 到 纯 铁 ,就 要 排除 杂质 , 炼 铁 的 过 程 就 是 排除 杂质 
的 过 程 . 抽象 就 相当 于 炼 铁 、 提 纯 . 

科学 研究 就 是 要 揭示 事物 的 共性 和 联系 的 规律 ,因而 就 要 着 
眼 于 整体 ,着眼 于 事物 的 类 ,把 每 一 个 具体 事物 的 特殊 性 忽略 . 也 
就 是 按 类 的 共性 把 具体 对 象 简略 化 、 理 想 化 ,这 样 所 抽出 的 共性 ， 
虽然 只 是 每 个 具体 事物 的 近似 反映 ,但 它 却 深 刻 地 反映 了 事物 的 
类 . 科学 概念 .科学 理论 .科学 方法 ,都 是 科学 抽象 的 成 果 ,数学 抽 
象 属于 科学 抽象 的 一 种 . 

(] ) 抽 象 是 获取 概念 的 手段 ”概念 是 科学 认识 成 果 的 概括 和 
总 结 , 是 以 压缩 的 形式 表现 大 量 知 识 的 手段 , 它 是 抽象 思维 的 细 
胞 .各 门 学 科 都 有 自己 独 有 的 概念 ,它们 的 原理 、 规 律 ,都 是 由 科 
学 概念 组 成 的 . 

自然 数 概念 的 建立 ,是 数学 发 展 过 程 中 取得 的 最 初 成 果 , 也 
是 最 重要 的 成 果 之 一 . 如 自然 数 概念 的 建立 大 概 可 分 为 以 下 几 个 
阶段 :第 一 阶段 ,意识 到 某 些 具体 集合 之 间 的 “等 数 性 ”. 能 发 现 5 
头羊 和 5 个 手指 之 间 具 有 的 共同 性 ,需要 高 度 发 展 的 智慧 . 第 二 
阶段 ,用 一 个 熟知 集合 (例如 ,手指 的 集合 ) 去 表示 另 一 个 与 之 有 
等 数 性 的 集合 . 意识 到 集合 中 事物 的 个 数 与 具体 事物 的 其 他 属性 
无 关 . 第 三 阶段 ,从 -- 些 等 价 集合 中 抽出 共同 的 属性 ,舍弃 其 他 的 
属性 ,形成 纯粹 的 形式 , 赋 之 以 代号 ,如 一 、 二 或 1.2 等 ,这 时 还 是 
具体 的 一 个 一 个 的 数 . 第 四 阶段 ,认识 到 这 些 具体 的 数 都 是 一 类 
等 价 集合 的 标志 ,在 这 一 点 上 它们 是 共同 的 . 这 才 形 成 了 自然 数 
的 概念 . 

几何 中 的 “点 " “直线 " “平面 " ,也 是 着 眼 于 客体 的 一 个 侧 
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形 ,而 舍弃 了 其 他 属性 并 理想 化 了 的 结果 . 

有 了 这 些 抽 象 的 概念 ,才能 提出 一 般 性 的 问题 ,与 之 有 关 的 
研究 才能 开展 . 例如 ,有 了 自然 数 的 概念 ,素数 分 布 问题 、 挛 生 质 
问题 \ 完 全数 问题 , 勾 股 数 问题 . 哥 德 巴 赫 猜 想 等 问题 才 有 产生 的 
基础 ,在 此 基础 上 ,这 些 问题 才 会 接 中 而 来 . 

又 如 ,假若 只 有 具体 的 一 个 一 个 的 一 元 二 次 方程 x? ~ 5x + 
1 = 0.2x +3x -4 = 0 等 ,而 没有 抽象 的 “一 元 二 次 方程 ”这 个 
概念 ,从 而 也 没有 它 的 一 般 形 式 的 表示 ax + bx +e = 0(az0). 
那么 ,我 们 只 好 去 解决 一 个 一 个 具体 的 一 元 二 次 方程 , 谈 不 上 对 
一 元 二 次 方程 的 一 般 性 研究 . 

如 果 只 有 一 次 方程 .二 次 方程 ,甚至 代数 方程 超越 方程 这 些 
概念 ,而 没有 总 的 抽象 的 “方程 "这 个 概念 ,就 谈 不 上 一 般 地 去 研 
究 方 程 的 求解 理论 ,更 不 会 有 一 类 一 类 抽象 的 求解 方法 . 

(2) 抽 象 使 概念 具有 广泛 的 外 延 抽象 的 形式 并 不 意味 着 脱 
离 现实 ,恰恰 相反 , 它 能 反映 更 丰富 、 更 多 样 的 现实 内 容 . 在 函数 
y = ax 中 ,只 要 赋予 字母 ax\y 适当 的 意义 , 它 所 反映 的 既 可 以 
是 圆 面积 与 半径 的 关系 ,也 可 以 是 自由 落体 中 路 程 与 时 间 的 关系 
或 抛射 物体 中 高 度 与 水 平 距 离 的 关系 . 


对 于 式 子 虹 = 2x， 


只 要 赋予 变量 *\y 适当 的 意义 , 它 既 可 以 代表 曲线 的 斜率 ,也 可 
以 是 物体 运动 的 速度 或 化 学 反应 的 速度 . 

(3) 抽 象 的 功能 是 多 样 的 ”科学 抽象 的 成 果 , 除 了 科学 概念 、 
理论 还 有 科学 方法 . 科学 知识 发 展 的 同时 ,必然 会 从 其 研究 的 过 
程 和 成 果 中 ,总结 、 提 炼 出 相应 的 科学 方法 . 提炼 得 出 的 科学 方 
法 ,又 会 促进 科学 知识 的 发 展 . 例如 ,解决 数学 问题 的 结果 反 推 
法 、 特 殊 值 法 ,变量 代 换 法 ,都 是 从 解决 不 同 问题 中 发 现 了 共性 之 
后 抽象 出 来 的 . 下 如 某 些 代数 问题 .几何 问题 、 微 积分 问题 ,从 表 


面 
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面 看 来 是 截然 不 同 的 ,但 这 些 问题 的 解决 却 有 着 同一 的 框架 ,并 
且 , 由 它们 抽象 出 了 变换 反 演 原则 ,成 为 启发 人 们 思考 数学 问题 
的 一 种 有 效 方 法 ( 如 第 三 章 论述 的 化 归 方 法 ). 

发 现 现实 世界 中 许多 方面 的 共同 的 联系 形式 ,用 统一 的 方法 
去 处 理 , 这 是 科学 研究 的 重要 任务 ,抽象 的 形式 不 只 是 统一 地 处 
理 已 知 现象 ,并 要 能 指导 新 工作 的 开展 ,预见 新 工作 的 结果 ,也 可 
能 用 在 未 来 其 他 问题 的 处 理 上 ,这 是 理性 思维 的 超前 作用 . 

王 仲春 教授 将 抽象 的 形式 比 作 一 个 空 德 , 它 可 以 装 得 下 有 适 
度 任意 性 的 物品 , 抽 染 度 越 高 , 装 容 的 灵活 性 就 越 大 . 因此 ,他 们 
把 各 种 抽象 的 形式 称 为 " 空 禾 装 置 ”. 

抽象 使 工具 和 方法 可 以 有 广泛 应 用 ,抽象 还 能 从 更 高 的 角度 
发 现 停留 在 低层 次 时 所 不 能 发 现 的 事物 之 间 的 关系 和 共同 点 . 例 
如 ,微分 与 积分 ,在 微 积分 的 范围 里 ,只 能 看 出 它们 是 互 逆 运 算 ， 
而 当 引 进 了 线性 算 子 的 概念 之 后 ,从 这 个 角度 看 ,微分 与 积分 却 
具有 相同 之 处 , 即 它们 都 是 线性 算 子 . 

又 如 ,在 初等 数学 范围 里 ,指数 函数 与 三 角 函 数 是 各 自 独 立 
的 ,看 不 出 它们 有 什么 联系 ,而 在 高 等 数学 里 ,它们 的 关系 由 式 子 

e’ = e'(cosy +isiny) (z = x+iy) 

所 确定 . 从 而 把 指数 函数 与 三 角 函 数 联系 在 一 起 ,进而 对 数 函 数 
作为 指数 函数 的 反 函 数 ,自然 也 和 三 角 函 数 发 生 了 关系 . 

2. 数学 抽象 的 特点 

数学 中 的 抽象 ,与 其 他 学 科 中 的 抽象 相 比 ,有 它 独 有 具 的 一 些 
特色 . 数学 抽象 是 一 种 特殊 的 抽象 , 按 钱 佩 玲 、 邵 光华 两 教授 的 观 
点 ,具体 表现 在 抽象 的 内 容 ,程度 和 方法 等 3 个 方面 . 

(1) 内 容 上 的 特殊 性 一 一 数学 抽象 仅 抽取 事物 或 现象 的 量 的 
关系 和 空间 形式 而 舍弃 其 他 一 切 . 

客观 事物 都 具有 质 和 量 两 个 方面 , 质 是 指 一 事物 区 别 于 他 事 
物 的 内 部 规定 性 , 量 则 是 指 事 物 存在 的 规模 ,方式 以 及 发 展 的 程 
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度 .速度 等 . 质 的 问题 构成 了 各 门 自然 科学 的 特定 研究 对 象 ,如 物 
理性 质 是 物理 学 研究 的 对 象 ,化 学 性 质 是 化 学 研究 的 对 象 . 量 的 
问题 便 构 成 了 数学 的 研究 对 象 . 从 历史 的 角度 看 ,“ 数 ”和 “ 形 ” 曾 
是 “ 量 " 这 一 概念 的 两 个 最 基本 的 内 容 . 笛 卡 儿 在 《指导 思维 的 法 
则 》 一 书 中 设想 了 “通用 数学 ”他 提出 了 一 个 大 胆 的 计划 : 

任何 问题 一 数学 问题 一 代数 问题 一 方程 的 解 
这 个 计划 里 就 蕴含 抽象 :把 “任何 问题 一 数学 问题 ” 

正 因为 此 ,恩格斯 指出 :“ 数 学 是 研究 数量 关系 和 空间 形式 的 
一 门 科学 . ”这 便 清 楚 地 表明 了 数学 抽象 的 特殊 内 容 : 数 学 的 抽象 
完全 使 弃 了 事物 的 质 的 内 容 , 而 仅仅 保留 了 它们 的 量 的 属性 , 即 
数学 抽象 的 目的 意向 只 是 数量 关系 和 空间 形式 . 这 种 特殊 的 抽象 
决定 了 数学 与 其 他 自然 科学 的 区 别 , 也 决定 了 数学 抽象 的 特殊 
性 :数学 抽象 具有 量化 特征 和 形式 化 特征 . 如 哥 德 斯 堡 七 桥 问 题 
的 解决 过 程 . 

哥 德 斯 堡 七 桥 问题 18 世纪 , 哥 德 斯 堡 城 为 东 普 和 鲁 士 的 首 
府 , 布 勒 尔 河 穿 城 而 过 , 它 由 两 个 支流 (一 个 叫 新 河 一 个 叫 旧 河 ) 
在 城中 心 汇合 而 成 ,河上 有 七 座 桥 (如 图 3 -2 -1) ,河中 间 有 一 个 
叫 克 莱 夫 霍 夫 的 小 岛 , 岛 上 建 有 一 座 教堂 和 一 所 大 学 ,还 有 哲学 
家 康德 的 墓地 和 塑像 ,因此 ,当地 的 居民 ,特别 是 大 学 生 们 常 到 附 
近 散 步 “ 如 何 能 够 不 重复 地 一 次 走 遍 这 七 座 桥 而 返回 出 发 地 ?” 
这 是 数学 史上 著名 的 “ 哥 德 斯 堡 七 桥 问题 ” 

这 个 问题 多 少年 来 一 直 没 人 解决 . 欧 拉 成 功 地 解决 了 这 个 问 
题 . 考虑 到 岛 与 河岸 视 为 点 4.B、C,.D, 而 桥 是 连接 两 点 的 线 . 这 样 
图 3 -2 -2, 抽 象 为 图 形 3 -2 -3. 
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图 3-2-3 


这 样 在 图 3 -2 -2 的 基础 上 将 “不 重复 地 一 次 走 遍 七 桥 而 返 
回 原 地 ” ,抽象 为 一 笔画 出 图 形 而 返 回 始 点 ”. 通过 两 次 抽象 ,发 
现 有 些 点 (发 出 的 线 的 条 数 为 偶数 ) 为 偶 点 ;有 些 点 (发 出 的 线 的 
条 数 为 奇数 ) 为 奇 点 . 最 终 发 现 一 笔画 成 图 形 的 重要 特征 是 : 奇 点 
数 只 能 是 0 或 2. 据 此 :图 形 3 -2 -2 一 笔画 成 是 不 可 能 的 . 从 而 
证 明 哥 德 斯 堡 七 桥 问题 “不 重复 一 次 走 遍 七 桥 而 返回 原 地 ”不 
可 能 . 

由 上 看 出 , 欧 拉 解 决 问题 的 关键 是 两 步 抽 象 . 

(2) 多 层次 性 ”从 解决 哥 德 斯 堡 七 桥 问题 的 过 程 还 表现 出 抽 
象 的 多 层次 性 . 数学 的 概念 或 规律 ,大 多 是 经 过 多 层次 的 抽象 才 
得 到 的 . 并 且 , 人 们 也 一 再 谋求 着 抽象 基础 上 的 再 抽象 ,把 抽象 的 
程度 作为 数学 进步 的 标志 之 一 . 

欧 氏 空间 已 是 一 个 抽象 的 概念 ,而 当 人 们 只 把 注意 力 集中 于 
“距离 ”的 本 质 属性 : 非 负 性 、 对 称 性 . 三 角形 不 等 式 成 立时 ,引进 
了 “距离 空间 ”的 概念 ,这 时 的 距离 已 不 再 是 通常 意义 下 的 距离 ， 
“距离 空间 ”包括 了 欧 氏 空间 , 当 人 们 再 注意 到 由 距离 所 产生 的 拓 
扑 结构 只 是 一 种 特殊 的 拓扑 结构 时 ,又 引进 了 拓扑 空间 的 概念 ， 
它们 之 间 的 关系 可 以 形象 地 表示 为 : 

欧 氏 空间 C 距 离 空间 C 拓 扑 空间 
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函数 是 数 集 之 间 的 一 种 映射 ,如 果 把 它 的 定义 域 由 数 集 改 为 
具有 某 种 性 质 的 一 般 集 合 , 就 把 这 种 映射 称 为 泛 函 ;而 把 一 般 集 
合 到 集合 之 间 的 映射 称 为 算 子 . 它们 的 得 来 都 是 在 前 边 抽象 的 基 
础 之 上 再 抽象 的 结果 . 

数学 家 所 不 懈 追 求 的 是 推广 前 人 的 工作 ,把 一 种 规律 表现 为 
更 一 般 的 形式 ,用 同一 的 形式 概括 更 多 的 内 容 . 

拉 格 朗 日 中 值 定理 , 柯 西 中 值 定理 都 是 人 们 已 经 得 到 的 抽象 
规律 ,而 下 面 的 定理 : 

若 函 数 /(x) .g(x) .h(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 导 , 则 
存在 te (a,b) ,使 得 

fla) g(a) h(a) 
IO) 8(b) h(b) |=0 
[If(é) gg'(é€) h'(é) 
却 能 包括 拉 格 郎 日 定理 和 柯 西 中 值 定理 ,事实 上 , 当 h(x) = 1 
时 ,就 得 到 柯 西 中 值 定理 ; 当 g(x) = x 时 就 得 到 拉 格 朗 日 中 值 定 
理 . 这 也 就 是 说 ,上 述 定 理 比 拉 格 朗 日 中 值 定理 和 柯 西 中 值 定理 
更 具有 一 般 性 . 
再 如 高 中 教材 中 的 不 等 式 证 明 中 ,有 一 题 : 
V5 +Y8 <V6+W 
人 们 并 没有 就 此 停止 ,进一步 发 现 了 : 
0<x 三 /UscC<d Ha+t+dsb+e, 
则 va +Yd <yb +ye 
或 者 
a +d'<b +c (0<a<l) 
这 些 都 是 把 眼光 局 限于 吞 函 数 的 结果 . 而 实际 上 ,这 类 式 子 的 成 
立 只 依赖 于 函数 上 升 性 及 曲 函 数 ,和 且 a<sb<c<da+d<b+e， 
则 有 : 
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fla) +f(d) </(b) +f(c) 
一 次 比 一 次 更 一 般 、 更 抽象 ,这 就 是 数学 研究 的 追求 . 数学 抽象 是 
一 种 构造 性 活动 ,是 借助 定义 和 推理 进行 的 逻辑 建构 . 如 “ 直角 三 
角形 "是 “一 般 三 角形 "中 定义 出 来 的 . 再 如 纯 数学 中 : 环 一 理想 一 
商 环 的 函数 抽象 . 

可 以 看 出 ,这 些 概念 的 抽象 形成 都 是 在 原 有 概念 基础 上 通过 
增加 “条 件 " 逻辑 定义 而 成 . 对 此 , 徐 利 治 教授 称 这 种 特殊 的 抽象 
方法 为 逻辑 建构 了 :数学 抽象 在 方法 表现 形式 上 是 在 原 有 数学 对 
象 的 基础 上 通过 逻辑 定义 来 建立 和 构造 新 的 数学 对 象 . 这 一 点 正 
如 数学 家 日: 汉 凯 尔 所 说 :“ 大 多 数 的 学 科 里 ,一 代 人 的 建筑 为 下 
一 代 人 所 摧毁 ,一 个 人 的 创造 被 另 一 个 人 所 破坏 . 唯 独 数学 ,每 一 
代 人 都 能 在 古老 的 大 厦 上 添加 一 层 楼 . " 正 是 数学 抽象 的 这 种 构 
造 性 特点 决定 了 数学 抽象 具有 层次 性 的 特征 . 

(3) 程 度 上 的 特殊 性 一 一 数学 抽象 达到 的 程度 远 远 超过 自然 
科学 中 的 一 般 抽象 . 

关于 数学 的 抽象 可 在 “数学 ”的 定义 演化 中 去 体会 它 . 20 世 
纪 80 年 代 美国 学 者 将 数学 定义 为 “模式 ”的 科学 : [数学 ] 这 个 领 
域 已 被 称 作 模 式 的 科学 . 其 目的 是 要 揭示 人 们 从 自然 界 和 数学 本 
身 的 抽象 世界 中 所 观察 到 的 结构 和 对 称 性 . 这 一 定义 实际 上 用 
“模式 "代替 了 “ 量 ”. 所 谓 的 “模式 ”是 具有 高 度 的 抽象 性 , 它 包 括 
了 数 的 模式 、 形 的 模式 、 运 动 和 变化 的 模式 、 推 理 和 通信 模式 、 行 
为 模式 …… 这 些 模式 可 以 是 现实 的 ,也 可 以 是 想像 的 ;可 以 是 定 
性 的 ,也 可 以 是 定量 的 . 数学 这 一 新 定义 正 因为 它 具 有 的 高 度 的 
概括 性 ,使 得 数学 更 加 抽象 . 

3. 数学 抽象 的 方式 

关于 数学 抽象 的 方式 , 钱 佩 玲 教授 在 《数学 思想 方法 与 中 学 


人 徐 利 治 , 郑 简 信 著 . 数学 抽象 与 抽象 分 析 法 . 南京 :江苏 教育 出 版 社 ,1990 
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数学 》 中 将 其 分 为 :性 质 抽象 .关系 抽象 . 弱 抽象 . 强 抽象 等 . 

(1) 性 质 抽象 ”所 谓 性 质 抽象 ,就 是 考察 被 研究 对 象 某 一 方 
面 的 性 质 或 属性 ,而 抽取 符合 量 性 方面 的 性 质 或 属性 的 抽象 , 钱 
佩 玲 、 邵 光华 二 教授 将 性 质 抽象 分 为 以 下 两 个 步骤 :分 离 和 概括 . 

分 离 ”将 被 研究 对 象 从 它 的 现实 背景 中 分 离 出 来 ,把 客观 上 
与 它 共 存 但 与 研究 目的 无 关 的 事物 统统 舍弃 . 然后 进一步 把 被 研 
究 对 象 某 一 方面 的 性 质 属性 同 其 他 的 性 质 属性 分 离开 . 

概括 ”对 分 离 出 来 的 性 质 属性 进行 专门 研究 ,并 将 所 得 的 结 
论 作为 一 般 性 认识 从 特定 的 对 象 及 具体 背景 中 独立 出 来 ,从 而 形 
成 概括 的 纯粹 的 认识 . 

性 质 抽象 是 形成 概念 的 一 条 重要 途径 . 数学 中 的 概念 都 是 具 
有 一 定 属性 的 概念 , 即 都 有 精确 的 内 涵 和 外 延 . 要 想 形成 一 种 概 
念 ,显然 必须 将 其 内 涵 的 性 质 抽象 出 来 ,并 通过 概括 ,用 词语 表达 
出 来 . 

实际 抽象 过 程 中 ,概括 通常 不 是 一 次 完成 的 ,有 时 需要 对 两 
个 以 上 的 同类 对 象 进行 反复 分 析 、 比 较 才 能 完成 概括 而 形成 概 
念 . 如 等 腰 三 角形 概念 的 抽象 形成 过 程 ,单单 从 标准 位 置 的 等 腰 
三 角形 图 形 ( 底 在 下 面 ) 抽 象 是 不 够 的 ,尽管 从 中 也 能 抽出 它 的 本 
质 特征 一 一 两 条 边 相等 . 只 有 通过 对 各 种 位 置 的 等 腰 三 角形 图 形 
进行 分 析 、 比 较 , 获 得 足够 丰富 的 感性 认识 ,我 们 才能 从 中 抽象 概 
括 出 一 个 成 熟 、 深 刻 和 清晰 的 等 腰 三 角形 属性 . 

(2) 关 系 抽象 ”数学 关系 抽象 ,是 指 根据 认识 目的 从 研究 对 
象 中 抽取 或 建构 若干 构成 要 素 之 间 的 数量 关系 或 空间 位 置 关 系 
而 舍弃 其 物理 现实 意义 或 其 他 无 关 特 征 的 抽象 . 关系 抽象 一 般 也 
分 两 步 : 

第 一 步 , 分 析 影 响 问 题 的 因素 、 确 定 问题 的 范围 

现实 世界 中 的 事物 或 现象 ,从 它们 与 问题 的 相关 程度 来 说 ， 
可 以 分 为 三 类 :中 作为 直接 研究 对 象 的 事物 或 现象 . @@ 对 被 研究 
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对 象 有 影响 ,但 本 身 不 是 研究 对 象 的 事物 或 现象 . @ 与 研究 对 象 
无 关 或 其 本 身 的 影响 可 忽略 不 计 的 事物 或 现象 . 在 进行 关系 抽象 
时 ,第 三 类 是 完全 不 需 考虑 的 ,第 二 类 也 只 需 做 适当 处 理 ,重要 的 
是 弄 清 第 一 类 ,以 便 确定 问题 涉及 的 因素 及 范围 . 

第 二 步 ,对 与 问题 直接 或 间接 相关 的 因素 之 间 的 相互 制约 关 
系 进行 专门 研究 ,以 抽取 、 确 定 其 中 的 关系 . 

这 一 步 的 具体 操作 程序 是 :将 障碍 “视线 ”、 模 糊 事物 或 现 
象 内 在 联系 的 细节 尽 可 能 排除 掉 , 从 而 在 “干扰 ” 较 小 的 状态 下 考 
察 某 些 特定 因素 之 间 的 数量 制约 关系 . @ 在 思维 中 把 现实 的 研究 
对 象 充 分 理想 化 . @ 把 经 过 简化 的 现实 问题 转化 为 一 个 纯 数 学 问 
题 ,运用 数学 的 推演 工具 来 确定 变量 之 间 的 关系 . 

当然 ,对 于 一 个 纯 数学 问题 中 的 关系 抽象 ,我 们 只 须 运 用 数 
学 的 推理 演算 来 导出 其 关系 . 

关系 抽象 在 处 理 问题 过 程 中 是 经 常用 到 的 ,有 时 解 题 的 关键 就 
在 于 一 个 关系 的 抽取 或 建构 . 如 求 值 (2sin80° - sin20? )/eos20" , 若 
仅 从 直观 上 抽取 80”= 4 x20" 这 个 倍数 关系 ,问题 将 难以 解决 ， 
而 若 从 特殊 角 出 发 ,建构 80° 角 与 20° 角 的 如 下 关系 80”=60° + 
20° ,问题 便 可 迎刃而解 : 


2sin80° ~ sin20° _ 2sin(60° +20°) - sin20° 
cos20° cos20° 


_ 2sin60° cos20° +2cos60° sin20° ~ sin20° _ ey 
cos20° A 


又 如 : 求 满足 条 件 7z) -2/( 二】 = x 的 实 函数 (zx) ,通过 观 
察 条 件 等 式 的 特征 , 易 发 现 式 中 含有 未 知 函 数 风 xz) 和 才 二 ,其 变 
元 x、 一 恰 是 互 为 倒数 关系 ,于 是 ,用 替换 x, 就 可 抽象 (建构 ) 出 隐 
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含 于 原 关系 式 中 的 另 一 类 :二 ] -2/(*) = 二 这 样 就 可 从 两 个 


关系 中 求 出 用 x) 来 . 所 以 , 解 题 过 程 中 要 注意 根据 问题 的 条 件 特 
征 抽取 或 建构 有 利于 解 题 的 新 的 关系 . 

(3) 弱 抽象 ” 弱 抽 象 就 是 逐渐 减弱 对 象 的 特殊 性 , 即 舍 去 对 
象 的 一 些 特征 而 仅 抽取 其 某 一 特征 或 某 个 属性 加 以 概括 ,形成 比 
原 对 象 更 为 普遍 、 更 为 一 般 的 对 象 的 一 种 抽象 方法 . 以 现实 事物 
或 现象 为 原型 进行 基本 概念 的 抽象 就 是 弱 抽 象 ,以 建立 起 的 概念 
或 模式 作为 原型 而 抽象 形成 更 广 的 、 以 原型 作为 其 特例 的 数学 概 
念 或 模式 的 抽象 ,也 是 弱 抽 象 , 它 舍弃 了 原型 的 一 些 本 质 特 征 . 如 
从 “全 等 三 角形 ”概念 出 发 建构 “相似 三 角形 ”概念 的 过 程 就 是 一 
种 弱 抽象 过 程 , 它 舍 弃 了 全 等 三 角形 的 “ 边 相 等 "属性 仅 保 留 “ 角 
的 相等 "特征 ,或 者 说 舍弃 了 “大 小 ”的 要 求 仅 保留 结构 形式 的 
相同 . 

数学 中 ,一 些 重要 概念 的 历史 演进 及 命题 形成 实质 上 都 是 一 
系列 弱 抽 象 过 程 . 如 函数 概念 的 发 展 , 函数 概念 的 每 次 扩张 都 是 
弱 抽 象 ,如 图 3 -2 -4 所 示 . 

至 于 弱 抽象 的 结果 , 对 于 概念 型 抽象 , 外延 扩大 ,内 涵 减 少 ; 
对 于 原理 型 抽象 , 则 原理 更 普遍 ,范围 更 广 . 

(4) 强 抽象 ” 强 抽象 就 是 指 通 过 强化 对 象 的 特征 , 即 增加 新 
特征 来 完成 抽象 建构 , 以 形成 新 概念 或 模式 的 抽象 形式 . 

如 未 数 概念 和 四 边 形 概念 分 别 可 组 成 图 3 -2 -5 的 “ 强 抽象 
链 ”. 
强 抽象 的 过 程 ,就 其 结果 形式 而 言 ,可 以 看 成 是 概念 的 适当 
组 合 ,因此 , 强 抽象 是 作为 数学 抽象 的 特征 形式 一 一 逻辑 建构 的 
最 好 体现 , 它 使 我 们 体会 到 了 数学 抽象 的 建构 特征 . 但 是 , 强 抽象 
中 增加 的 新 特征 往往 不 是 现成 的 ,其 抽象 往往 具有 创造 性 . 一 般 
而 言 ,在 原型 中 引进 的 新 特征 ,应 是 原型 中 的 部 分 对 象 具有 的 (至 
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少 有 这 种 潜在 可 能 ) ,所 以 , 强 抽象 的 实质 就 是 对 原型 中 的 部 分 或 
子 类 对 象 的 再 抽象 ,抽象 方法 可 能 不 再 是 直接 对 原型 中 部 分 对 象 
的 直接 考察 而 抽象 特征 ,而 是 通过 引进 新 的 关系 或 运算 造成 原 有 
概念 的 分 化 ,对 分 化 出 的 子 类 再 抽象 其 共同 特征 ,作为 定义 新 概 
念 的 内 涵 特 征 ,或 是 尝试 添加 新 的 特征 强化 原型 ,使 之 成 为 原型 
的 子 类 或 子 概念 . 


任 试 识 在 然 、 政 造 由 然 的 过 香 中 不 断 半 到: 在 数量 于 撒 还 …… 些 现象 
的 风 个 不 同 的 最 芋 紧 密 地 互相 联系 的 ,一 个 莉 完 全 决定 主 其 他 其 的 值 . | 
即 通 过 其 他 苹 们 的 … 此 代数 运算 得 人 到, | 


抽 | 得 


和 二 i 
| 期 半数 概 合 ri 了 滑 数 是 这 样 -个 晤 ， 它 是 通过 其 j 
站 人 窜 。。。 代 数 丽 站 他 一些 棒 的 代数 窟 得 到 的 。 | 


NR 
一 一 品 通 | 
18 攻 纶 消 数 概念 解 术 吧 数 过 任何 方式 路 成 惠 解 村 老 让 式 


会 弃 峡 | 式 子 专 
达 的 塌 | 制 


对 于 给 定 区 间 上 的 等 一 个 x 值 ，》 
19 由 纪 函 数 氢 念 不 央 质 数 总 是 有 只 -确定 的 值 与 之 对 应 ， 则 | 
称 Y 归 x 的 汕 数 . 


拓展 数 盐 | 区 间 为 插 
意 数学 对 | 象 的 集合 


设 W 与 是 两 个 集合 . /是 个 法 则 ， 
若 对 二 中 的 广 个 元 素 x， 由 总 
有 A 中 唯一 确定 匹 素 与 之 对 应 ， 
则 /是 定义 在 时 于 的 一 个 重 烤 ， 


近代 路 数 概 念 映射 隙 数 


图 3-2-4 


弱 抽 象 、 强 抽象 是 数学 学 习 的 两 种 常见 构造 性 活动 . 数学 中 
每 当 有 一 新 的 概念 模式 被 抽象 形成 后 ,人 们 总 是 以 其 为 原型 沿 着 
两 个 方向 去 发 展 它 : 通 过 强 抽象 ,研究 它 的 一 些 特 殊 形态 ,使 我 们 
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更 清楚 地 认识 这 一 概念 模式 ;通过 弱 抽 象 , 研 究 它 的 更 一 般 的 结 
果 , 使 之 进一步 推广 形成 更 普遍 的 理论 ,人 们 通过 弱 抽 象 和 强 抽 
象 构建 个 体 的 知识 结构 . 例如 ,( 数 学 ) 和 矩阵 概念 提出 后 ,人 们 正 是 
通过 强 抽象 去 研究 各 种 特殊 的 矩阵 :对 角 和 矩阵 、 分 块 和 矩阵、 初等 矩 
阵 等 模式 来 丰富 矩阵 理论 , 又 通过 弱 抽 象 去 研究 更 一 般 的 矩阵 
(如 A 一 矩阵 等 ) 进 一 步 发 展 矩阵 理论 的 . 


lm ArtAD—fn 


jim fnD= fm) 
ET 


图 3-2-5 


(5) 等 置 抽象 “等 置 抽象 就 是 依据 某 种 等 价 关 系 抽取 一 类 对 
象 的 共同 性 质 特征 的 抽象 方法 . 实际 上 从 同一 类 事物 中 抽取 共同 
性 质 特征 的 抽象 可 视 为 等 置 抽象 . 这 是 因为 ,具有 某 种 共同 性 质 
特征 的 一 类 事物 可 看 作 是 根据 “具有 该 共同 性 质 特征 "关系 的 全 
体 事物 分 类 的 结果 ,而 这 种 具有 该 共同 性 质 特征 的 "关系 是 一 种 
等 价 关 系 . 

如 以 三 角形 是 否 具有 “ 两边 相 等 "这 种 性 质 为 标准 进行 分 类 ， 
将 得 出 “两 边 相 等 "三 角形 的 集合 ,该 集合 的 性 质 特征 就 是 “等 腰 
性 " , 故 从 中 抽象 出 的 概念 一 一 等 腰 三 角形 就 可 看 作 是 “两 边 相 
等 " “三 角形 集合 "等 置 抽象 的 结果 . 

(6) 无 限 抽象 “无 限 " 概 念 是 数学 研究 的 一 个 重要 概念 ,我 
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们 称 涉及 到 无 限 概念 的 抽象 为 无 限 抽象 . 

人 们 早 就 发 现 ,对 待 无 限 或 无 限 过 程 可 以 有 两 种 截然 不 同 
的 \ 在 概念 上 互相 排斥 的 理解 方式 :一 是 把 “无 限 " 看 成 是 永远 在 
延伸 着 的 东西 或 变 程 , 它 是 一 种 潜在 的 而 不 是 实在 的 东西 ,如 自 
然 数 列 1,2,3,4,5,6,…,n,n+1,… 就 是 一 个 代表 . 二 是 把 无 限 对 
象 看 成 为 可 以 自我 完成 的 过 程 或 无 穷 整体 ,如 把 自然 数 全 体 理解 
为 一 个 实在 的 无 限 集合 11 ,2,3,4,5,6,…,n,… 上 ,并 用 符号 N 表 
示 ,N 显然 就 是 一 个 确定 了 的 不 变 的 东西 ,其 中 的 元 素 没有 先后 ， 
没有 地 位 高 低 ,显然 ,两 种 理解 方式 是 对 立 的 :前 者 把 无 限 理解 为 
永远 不 能 完成 的 变 程 ;后 者 则 是 把 无 限 理解 为 可 以 完成 的 过 程 . 
在 数理 哲学 上 ,把 进程 式 的 无 限 称 为 潜 无 限 ,把 完成 式 的 无 限 称 
为 实 无 限 , 从 而 也 就 有 两 类 无 限 抽象 . 

例如 :自然 数列 的 抽象 就 是 潜 无 限 抽象 , 自然 数 集 N 就 是 实 
无 限 抽象 . 潜 无 限 抽象 ,是 我 们 把 握 进程 式 无 限 的 一 种 手段 , 它 舍 
弃 了 我 们 所 处 的 时 间 与 空间 的 局 限 性 . 

实 无 限 抽象 的 数学 对 象 与 其 构成 的 可 能 性 无 关 , 它 可 以 被 视 
为 与 有 限 对 象 一 样 的 东西 ,如 自然 数 集 是 一 个 实 无 限 抽象 的 概 
念 , 它 可 以 看 成 是 一 个 完成 了 的 集合 ,可 以 像 有 限 集合 一 样 进行 
集合 运算 : 

11,2,3,4,5| NN = 11,2,3,4,5}. 

11,2,3,4,5| UN = N. 

实际 上 ,无 限 是 潜 无 限 与 实 无 限 的 统一 . 在 进行 无 限 抽象 时 ， 
往往 同时 需要 采用 潜 无 限 抽象 和 实 无 限 抽象 两 种 方式 . 

无 限 抽 象 是 数学 中 一 种 重要 的 抽象 方式 ,是 人 们 认识 无 限 、 
把 握 无 限 的 手段 . 缺少 无 限 抽象 能 力 的 人 是 不 能 理解 有 关 无 限 的 
数学 及 “高 深 ” 数 学 的 . 如 数学 归纳 法 原理 \ 极 限 概念 及 现代 数学 . 
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§2 ”数学 抽象 的 若干 原则 


抽象 性 之 所 以 是 数学 的 最 基本 特征 之 --, 是 因为 数学 家 所 研 
究 的 事物 是 抽象 的 事物 ,研究 的 方法 也 是 抽象 的 方法 . 从 数学 史 
可 知 , 古 希 腊 人 早已 明确 地 强调 了 数学 的 抽象 性 ,坚持 对 数学 命 
题 作出 理论 证 明 ,并 由 此 成 功 地 提出 和 发 展 了 公理 化 方法 . 尽管 
古 希 腊 数 学 的 研究 对 象 是 抽象 的 概念 ,是 非 真 实 的 事物 或 现象 ， 
但 是 ,其 抽象 性 事实 上 主要 是 将 客体 对 象 的 “理想 化 ”. 那 时 的 “ 理 
想 化 "是 将 欧 氏 几何 是 物质 空间 以 及 此 空间 内 图 形 性 质 的 正确 
的 理想 化 ,到 了 19 世纪 中 叶 , 特 别 是 由 于 非 欧 几何 的 建立 和 四 元 
数 的 出 现 , 数 学 家 的 研究 思想 才 开始 发 生变 化 :不 和 肯 认 为 数学 只 
是 对 于 依附 于 真实 事物 或 现象 的 数学 模型 的 研究 ,和 由 具有 明显 
直观 意义 的 对 象 为 出 发 点 建立 相应 的 公理 系统 ,而 是 通过 数学 抽 
象 这 种 特殊 的 构造 性 活动 ,去 构造 出 各 式 各 样 相 对 独立 的 数学 模 
式 作为 直接 的 研究 对 象 ,并 借助 于 所 谓 的 "假设 一 演绎 法 "去 从 事 
各 种 对 象 的 研究 . 


一 .逻辑 建构 形式 化 原则 


数学 本 身 是 抽象 概念 和 它们 相互 关系 的 规则 ,是 用 这 些 概念 
及 关系 表示 符号 的 纯粹 形式 上 的 思考 和 研究 , 故 数学 抽象 在 纯粹 
数学 研究 中 ,其 主要 表现 为 关于 这 些 符 号 的 操作 、 组 合 , 即 符号 形 
式 的 逻辑 建构 . 例如 ,合同 矩阵 ` 相 似 和 矩阵 就 是 在 矩阵 概念 模式 基 
础 上 抽象 建构 新 概念 模式 的 . 

可 逆 矩 阵 : 对 于 阶 算 阵 4, 若 存在 矩阵 中 ,使 48 = BA = E， 
则 称 4 是 可 逆 的 ,B 是 4 的 逆 矩 阵 , 记 为 4 . 


由 M ' 克 莱 从 , 古今 数学 思想 ,第 二 意 . 上 海 :上海 科技 出 版 社 
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和 矩阵 的 合同 、 相 似 概 念 : 数 域 忆 上 的 mxnm 和 矩阵 4,B 称 为 合同 
的 ,如 果 有 数 域 P 上 可 逆 的 mn xm 和 矩阵 C 使 B = C4C; 若 中 = 
C 4C, 则 称 4 相似 于 B, 记 作 4~8B. 

有 了 时 为 了 研究 的 方便 ,还 作 一 些 纯 形 式 的 规定 ,如 a = 1 
(a#0),0! = 1,C% = 1, 这 些 规定 应 与 已 有 理论 保持 和 谐 一 致 . 
可 以 说 正 是 由 于 a = 1 与 除法 定义 、 寡 的 除法 法 则 的 和 谐 一致 ， 


才 使 得 整数 指数 军 有 了 统一 的 除法 法 则 :入 = an 


综 上 所 述 ,我 们 可 形成 如 下 数学 抽象 的 形式 化 原则 : 

对 现实 原型 进行 数学 抽象 ,必须 使 之 会 去 现实 意义 , 仅 保 留 
其 数量 上 或 空间 上 的 形式 结构 特征 ,并 给 抽象 物 以 无 歧义 性 的 轩 
辑 精 确 性 和 简洁 性 的 形式 表述 ,之 后 作为 具有 普遍 意义 的 模式 纳 
入 纯粹 数学 的 研究 范畴 ;在 纯粹 数学 研究 中 ,数学 抽象 就 是 借助 
于 明确 的 定义 在 已 有 模式 基础 上 构造 新 模式 的 逻辑 建构 ,建构 的 
新 模式 应 具有 一 定 层次 上 的 普遍 性 和 概括 性 ,在 与 已 有 理论 的 关 
系 上 ,应 做 到 和 谐 统 一 ,不 能 引起 有 关 知 识 领域 的 矛盾 . 


二 、 弱 抽象 原则 


1. 特性 析出 规范 化 原则 

弱 抽象 可 以 看 成 是 用 一 般 化 方法 去 构造 新 的 数学 对 象 的 思 
维 活动 , 指 从 原型 中 抽取 某 些 特性 或 侧面 而 舍弃 其 余 特 征 ,形成 
比 原型 有 较 弱 限制 ,从 而 就 更 为 普遍 、 更 为 一 般 的 模式 的 方法 . 显 
然 , 弱 抽象 的 关键 是 将 原型 的 某 些 特性 分 离 出 来 ,并 规范 化 为 一 
般 模式 . 如 “ 棱 台 ”和 “ 拟 柱 体 ” 的 概念 . 

棱 台 有 诸多 性 质 , 比 如 :中 所 有 的 顶点 都 在 两 个 平行 平面 内 ; 
@ 各 侧 棱 延 长 交 于 一 点 . 我们 将 中 分 离 出 来 ,舍弃 其 余 , 通 过 规范 
化 定义 就 可 得 拟 柱 体 概念 :所 有 的 顶点 都 在 两 个 平行 平面 内 的 多 
面体 叫 拟 柱 体 . 所 以 , 拟 柱 体 是 棱 台 弦 抽 象 产物 . 
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综合 前 述 ,不 难看 出 :第 一 ,只 有 结构 内 容 较为 丰富 的 对 象 才 
可 能 成 为 弱 抽 象 的 原型 ;第 二 ,实现 弱 抽 象 的 关键 一 步 在 于 如 何 
对 原型 的 性 质 作 出 分 析 , 并 从 中 分 离 出 某 个 或 某 类 特征 ( 称 此 过 
程 为 特性 析出 过 程 ) ;第 三 ,为 了 完成 弱 抽 象 ,又 必须 以 明确 的 数 
学 语言 去 表达 析出 的 特性 ,并 以 此 为 内 涵 , 采 用 规范 化 的 定义 或 
描述 去 构造 出 新 的 更 为 一 般 的 对 象 . 由 此 ,我 们 概括 出 弱 抽 象 的 
一 般 方 法 论 原则 . 

特性 析出 规范 化 原则 :人 们 可 以 将 一 种 结构 内 容 较为 丰富 的 
对 象 作为 弱 抽 象 的 原型 ,通过 特性 析出 、 精 确 的 语言 表达 、 规 范 化 
的 手法 ,建构 更 为 一 般 的 模式 . 

2. 新 元 添加 完备 化 原则 

从 另 一 个 角度 看 ,概念 式 弱 抽象 就 是 概念 的 概括 , 即 减少 内 
涵 .扩展 外 延 ,增加 研究 范围 的 方法 . 而 扩展 外 延 ,是 要 在 原 有 外 
延 范围 内 增添 新 的 元 素 . 显然 ,这 种 新 添 元 素 或 者 与 旧 元 有 关系 
(可 由 原 外 延 中 旧 有 元 素 构 成 ) ,或 者 无 本 质 联系 . 

如 从 自然 数 到 正 分 数 的 弱 抽象 可 以 看 成 是 为 了 使 自然 数 对 


除法 运算 封闭 而 添加 形 如 上 (ab 皆 为 自然 数 ) 的 新 数 而 实现 的 . 


非 负 有 理 数 (算术 数 ) 到 有 理 数 的 弱 抽 象 可 以 看 成 是 为 了 使 
算术 数 对 减法 运算 封闭 而 添加 如 -9 的 新 数 而 实现 的 . 

再 如 ,由 欧 氏 空间 到 射影 空间 的 弱 抽 象 可 以 看 成 是 通过 添加 
理想 的 无 穷 远 点 而 实现 的 . 

以 上 举例 可 以 看 出 ,通过 添加 新 元 扩展 外 延 方 式 实现 的 弱 抽 
象 ,缺少 特性 析出 过 程 , 重 在 通过 添加 实现 某 种 完备 化 ( 如 运算 封 
闭 \ 对 称 性 ) ,一 般 说 来 ,完备 化 是 由 不 完备 到 完备 的 过 渡 过 程 :其 
实 ,将 不 完备 的 东西 (相对 某 方面 而 言 是 局 部 的 东西 ` 有 ”残缺 "的 
东西 ) 扩 充 或 补充 成 完备 的 东西 (整体 的 东西 .相对 完美 的 东西 ) 
是 人 们 的 一 种 追求 ,是 认识 不 断 深入 扩展 的 表现 . 作为 一 种 创造 
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模式 , 徐 利 治 教授 等 给 出 了 如 下 新 元 素 添加 完备 化 原则 . 

新 元 素 添加 完备 化 原则 : 如果 某 种 (新 ) “运算 ”在 原先 的 结 
构 系 统 中 不 是 畅行 无 阻 的 ,这 时 就 可 考虑 引入 适当 的 新 元 素 以 实 
现 所 说 意义 上 的 完备 性 . 

3. 对 偶 化 原则 

欧 氏 平面 上 添加 上 无 穷 远 点 ,不 仅 使 关于 直线 和 点 的 理论 变 
得 十 分 和 谐 、 优 美 ,而 且 还 得 到 了 几何 上 著名 的 “对 偶 原 理 ”: 

对 偶 元 素 : 点 局 线 . 

对 偶 运 算 : 过 一 点 作 一 条 直线 二 在 一 条 直线 上 取 一 点 . 

对 偶 变 换 : 一 个 命题 中 的 元 素 和 运算 替换 成 对 偶 的 元 素 和 


= 


运算 . 
对 偶 命题 :一 个 命题 中 的 所 有 元 素 和 运算 都 是 另 一 个 命题 中 
的 相应 元 素 和 运算 的 对 偶 , 则 称 此 两 个 命题 为 对 偶 命题 . 

对 偶 原 理 : 如 果 一 个 命题 是 射影 几何 中 的 定理 , 则 它 的 对 偶 
命题 也 一 定 是 射影 几何 中 的 定理 . 

一 般 情 况 下 ,在 数学 中 常 存在 相关 联 的 两 个 数学 结构 ,它们 
具有 某 种 “对 偶 关 系 ”( 或 称 为 对 偶 结构 ) ,那么 ,根据 此 对 偶 关 
系 ,我 们 就 可 通过 其 一 的 研究 去 解决 另 一 问题 ;还 有 些 结构 是 “ 自 
对 偶 " 的 ,这 时 我 们 又 可 通过 原 命题 构造 其 对 偶 命 题 , 二 者 又 同 真 
同 假 , 从 而 能 获得 事半功倍 之 效 , 上 述 思 考 处 理 问 题 的 方法 称 为 
对 偶 化 方法 . 对 偶 化 方法 在 数学 中 有 着 广泛 的 应 用 . 

如 三 角 学 中 的 对 偶 原 理 : 

对 于 一 个 形 如 f(sina, cosa,tana,cota) = 0 的 恒等式 ,由 wa 


的 任意 性 , 换 以 本 -a, 则 得 到 恒等式 f( cosa,sina,tana, cota) = 


0, 反 之 亦 然 , 这 就 相当 于 在 关于 sina, cosa, tana, cota 恒等式 中 ， 
将 其 依次 换 成 cosa, sina ,cota ,tana 仍 得 一 恒等式 ,这 便 是 三 角 学 
中 的 对 偶 原 理 . 更 一 般 地 有 ,在 一 个 三 角 恒 等 式 中 ,将 同 角 的 函数 
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名 换 以 对 偶数 名 (不 一 定 每 个 角 都 换 ) , 仍 得 一 恒等式 . 

总 之 ,研究 探讨 对 偶 结构 , 既 有 利于 新 命题 的 构造 ,又 可 转化 
命题 的 证 明 . 所 以 ,在 数学 中 应 善于 把 有 关 数 学 模式 按 对 偶 化 方 
法 联系 起 来 ,善于 发 现 系统 中 的 对 偶 关 系 ,并 从 这 样 的 角度 去 进 
行 新 的 研究 . 我 们 称 此 为 结构 关联 对 偶 化 原则 . 


三 、 强 抽象 原则 


1. 特征 定性 组 合 化 原则 

对 概念 模式 引入 新 特征 ,实质 上 就 是 增加 概念 的 内 涵 、 缩 小 
概念 的 外 延 ,使 研究 落 在 一 部 分 对 象 上 . 显然 ,新 特征 正 是 这 一 部 
分 对 象 的 共同 特征 ,由 此 ,提出 概念 强 抽象 的 一 个 原则 一 一 特征 
定性 组 合 化 原则 : 

人 们 可 以 对 原型 的 部 分 对 象 所 具有 的 个 别 特征 加 以 抽取 定 
性 ,与 原型 特征 组 合 在 一 起 规定 或 定义 新 的 模式 ,表现 形式 常 是 
概念 的 限定 或 组 合 Q@. 

例如 ,人 们 在 三 角形 的 研究 中 发 现 , 有 一 些 三 角形 的 两 条 边 
是 相等 的 ,从 而 通过 对 这 一 部 分 对 象 的 这 一 个 别 特征 抽取 定性 ， 
就 形成 了 等 腰 三 角形 概念 ;对 四 边 形 的 研究 中 , 发现 一 类 对 边 平 
行 的 四 边 形 ,通过 抽取 定性 形成 了 平行 四 边 形 概念 ;对 符 阵 的 研 
究 , 发 现 有 些 和 矩阵 的 行列 式 值 不 为 零 ,有 些 为 零 ,通过 抽取 定性 ， 
形成 了 可 逆 矩 阵 概 念 . 这 些 都 是 上 述 原则 具体 应 用 的 体现 . 由 此 
也 可 看 出 ,新 特征 的 抽象 往往 是 由 于 “分 化 "引起 的 , 它 使 我 们 的 
研究 向 纵深 发 展 . 但 是 ,如 果 对 原型 没有 很 好 的 研究 ,不 能 “分 
化 ” ,也 就 不 可 能 出 现 对 原型 的 强 抽象 . 

2. 关系 定性 特征 化 原则 

在 原 结构 中 引入 新 的 关系 或 运算 实质 上 是 改变 了 原 结构 , 强 


中 钱 佩 玲 .数学 思想 方法 与 中 学 数学 . 北京 :北京 师范 大 学 出 版 社 ,2001 
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抽象 实质 上 就 是 对 新 的 关系 结构 的 再 抽象 ,由 此 我 们 有 相应 的 方 
法 论 原则 中. 

我 们 可 以 在 一 个 系统 的 对 象 之 间 引 入 某 种 新 的 关系 (例如 可 
以 是 某 种 映射 ,对 应 关系 或 运算 法 则 等 ) ,从 而 在 形成 的 新 的 关系 
结构 中 ,把 可 能 出 现 的 某 种 性 质 作 为 特征 规定 下 来 ,最 后 通过 概 
括 原则 把 它 规定 为 一 个 普遍 范畴 或 某 种 普遍 属性 . 

这 一 原则 的 具体 应 用 也 是 不 胜 枚 举 : 函 数 的 可 微 性 与 可 积 性 
概念 \ 代 数 系统 的 同 构 与 同 态 概念 ,置换 群 的 正规 子 群 与 商 群 等 . 
其 实 , 凡 数学 中 利用 映射 对 应 法 则 或 是 借助 于 新 运算 来 引出 新 概 
念 新 对 象 的 方法 都 可 归 人 这 一 原则 的 运用 范围 ， 

3. 命题 强 抽象 的 特殊 化 原则 

关于 命题 的 强 抽象 ,实质 上 就 是 命题 的 特殊 化 ,通过 加 强 命 
题 的 条 件 , 而 得 新 的 结论 . 如 对 三 角形 内 角 和 定理 若 增加 条 件 “三 
角形 是 直角 的 "就 得 到 强 抽 象 命题 : 直角 三 角形 两 锐角 互 余 ”; 若 
增加 条 件 “三 边 相 等 " 则 得 强 抽象 命题 “等 边 三 角形 每 个 角 
都 等 于 60°”. 

命题 式 强 抽象 在 数学 中 是 一 种 普遍 现象 . 这 从 数学 中 大 量 存 
在 的 定理 的 推论 ( 系 或 衍 论 ) 就 不 难 明白 . 推论 是 指 那些 从 定理 能 
直接 推出 的 结果 ,所 以 , 它 可 看 作 是 定理 的 特例 ,是 强 抽象 的 产 
物 ,显然 ,从 定理 到 推论 的 强 抽 象 过 程 一 般 较 容易 ,但 这 并 不 意味 
着 它 不 重要 ,法 国 数学 家 阿达 玛 ( Jacques, Hadamard 1865 ~ 1963 ) 
rt 
很 多 重大 发 现 而 后 悔过 . 因此 ,获得 一 个 公式 定理 后 ,可 考虑 通过 
增加 条 件 限制 等 手段 将 它 应 应 用 到 各 种 独立 的 特殊 对 象 模式 上 去 ， 
以 便 得 到 各 种 便于 运用 的 特殊 命题 . 


外 徐 利 治 .数学 方法 论 选 讲 . 武汉 :华中 工学 院 出 版 社 ,1988 
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第 三 章 ”数学 解 题 的 方法 一 一 化 归 方 法 


化 归 方法 为 数学 家 们 常用 方法 ,因为 它 是 数学 学 习 的 一 种 有 
效 方法 . 不 少 学 者 和 一 些 数学 成 绩 突出 的 学 生 , 都 有 这 么 一 条 比 
较 有 益 的 经 验 : 把 “未 知 的 问题 "化 为 “已 知 的 问题 ” ,新 鲜 问题 化 
为 “学 过 的 问题 "去 解决 ,也 就 是 运用 化 归 方 法 . 本 章 就 对 化 归 方 
法 的 思想 、 化 归 思 想 的 策略 进行 一 些 认 识 和 学 习 . 


$1 化 归 方 法 的 基本 概念 


一 、 化 归 方 法 的 概述 


化 归 方法 如 此 有 效 ,那么 什么 是 化 归 方 法 ? 化 归 方法 的 基本 
思想 是 什么 ? 钱 佩 玲 教授 在 《数学 思想 方法 与 中 学 数学 ) 一 书 中 
有 精 幢 的 阐释 :化 归 是 转化 和 归结 的 简称 . ”基本 思想 是 : “人们 
在 解决 数学 问题 时 ,常常 是 将 待 解决 的 问题 4, 通 过 某 种 转化 手 
段 ,归结 为 另 一 个 问题 8, 而 问题 8B 是 相对 较 易 解决 或 已 有 固定 
解决 程式 的 问题 , 且 通 过 对 问题 B 的 解决 可 得 到 原 问 题 4 的 解 
答 . "用 框图 直观 表示 为 图 3 -3 -1: 
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转化 
等 解决 问题 A 一 ------ 二 <------- 待 解决 问题 
可 (化 归途 径 ) 
(化 归 ; 对 象 ) (化 归 泪 标 ) 
?1 ? 
! ! 
问题 A 的 解答 一 ---------- 一 ”问题 B 的 解答 


图 3-3-1 


关于 化 归 法 ,在 数学 史上 曾 有 不 少数 学 家 从 不 同 角度 进行 过 
论述 ,例如 笛 卡 儿 在 《指导 思维 的 法 则 ?一 书 中 曾 指出 如 下 的 “万 
能 方法 ” :@D 将 任何 种 类 的 问题 化 为 数学 问题 ;@ 将 任何 种 类 的 数 
学 问题 化 为 代数 问题 ;@ 将 代数 问题 化 归 为 方程 式 求解 . 这 一 基 
本 思想 导致 笛 卡 儿 发 明了 解析 几何 ,而 且 今天 人 们 把 几何 问题 的 
证 明 过 程 转化 为 代数 方程 组 的 零点 集 的 确定 问题 ,最 后 实现 用 机 
器 证 明定 理 的 目标 ,这 是 笛 卡 儿 思想 在 现代 的 发 展 和 深化 .但 是 ， 
必须 指出 ,任何 方法 都 具有 一 定 的 局 限 性 , 笛 卡 儿 的 万 能 方法 的 
“万 能 ”根本 不 可 能 . 波 利 亚 指出 :尽管 “万 能 方法 "不 可 能 适用 一 
切 所 有 场合 ,但 对 中 学 生来 说 的 确 为 一 个 “问题 解决 ”的 模式 . 这 
也 就 是 说 中 学 数学 中 解 文字 应 用 题 正 要 使 用 这 一 模式 ,自然 化 归 
成 为 中 学 数学 学 习 的 任务 之 一 . 

例 (3 -3 -1) 一 铁 球 浮 在 水 银 上 , 若 将 水 倾注 在 水 银 之 上 ， 
并 覆盖 铁 球 ,这 时 铁 球 相对 水 银 面 将 下 沉 ? 上 升 ? 还 是 保持 同样 
的 深度 ? 

分 析 : 这 是 一 个 物理 问题 ,运用 数学 来 考虑 不 会 满足 所 谓 上 
升 下 沉 、 保 持 同 样 深度 "的 定性 描述 ,而 是 有 一 种 定量 分 析 ,计算 
注 和 人 水 后 , 球 在 水 面 上 的 那 部 分 体积 与 整个 球 的 体积 的 比例 (如 
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图 3 -3 -2): 

这 个 问题 与 物理 中 的 浮力 问题 
有 关 . 先 将 物理 问题 化 为 数学 问题 : 

令 水 银 面 上 液体 的 密度 为 a, 水 
银 面 下 面 液 体 的 密度 为 b, 球 的 密度 
为 c, 球 的 体积 为 只 

设 x* 表示 水 银 面 上 面 球 的 部 分 ， 
Yy 表示 水 银 面 下 面 球 的 部 分 列 下 式 ; 

| = cy 


X+Y = 了 7 


b-ec 
全 二 生机 


回 到 原 题 :注水 前 ,a = 0,5 = 13.60,c = 7. 84, 由 此 x = 
0. 432v; 注 水 后 ,a = 1,x = 0.457v, 故 知 注水 之 后 球 浮 于 水 银 上 
部 分 与 球 的 总 体 之 比 增 大 , 即 球面 上 升 . 

例 (3 -3 -2) 初等 代数 中 的 方程 的 分 类 如 图 3 -3 -3. 


一 次 方程 
吾 式 方程 | 二 次 方 和 
及 高 次 方程 
| 分 式 方程 
无 理 方 各 
方程 指数 方程 
对 数 方程 
超 起 方程 | 二 入 各 
反 三 角 方程 


图 3-3-3 


解 一 元 代数 方程 ,在 四 次 和 四 次 以 下 的 一 元 整 式 方程 都 有 一 
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般 解 法 , 且 有 其 求 根 公式 . 人 们 最 熟悉 解 一 元 代数 方程 ,最 基本 的 
是 要 掌握 一 元 一 次 方程 ax +b = 0(a 关 0) 和 一 元 二 次 方程 ax? + 
bx +c = 0(az0) 的 解法 . 解 一 元 分 式 方程 和 一 元 无 理 方程 的 基 
本 方法 都 是 通过 适当 的 变形 将 其 转化 为 整 式 方程 . 对 于 五 次 或 五 
次 以 上 的 一 元 代数 方程 ,不 存在 一 般 根 式 解 ,只 能 局 限于 特殊 类 
型 代数 方程 求 根 . 那么 对 于 一 元 代数 方程 的 求 根 ,只 能 局 限于 转 
化 为 解 一 些 特殊 类 型 的 方程 . 我 们 常见 的 最 简 超越 方程 的 类 型 
有 :@ 最 简 指数 方程 o: = c(a >0, 且 .az#1); 回 最 简 对 数 方程 
logsx = c(a >0, 且 az1);@ 最 简短 函数 方程 x* = c(a 是 实数 ) ; 
@ 最 简 三 角 方程 sinx = ccosx = ctanx = ccotx = c;@@ 最 简 反 
三 角 方程 arcsinx = c、arccosx = c、arctanx = cvsarccotx = c. 初 等 
的 超越 方程 最 终 化 为 最 简 超越 方程 . 而 在 解 初等 超越 方程 的 过 程 
中 ,又 往往 将 其 转化 成 代数 方程 的 形式 去 解 ,最 后 才 转 化 为 最 简 
超越 方程 的 求解 . 例如 : 

(1) 解 方程 x* -25x* +144 = 0 时, 令 x = 1 将 其 化 为 关于 1 
的 方程 ,* -25t +144 = 0. 

(2)4 +6" = 9 两边 除 9, 可 得 [ 急 ) +( 子 ] = 


= 1， 
4(3 = it 后 化 为 +t-1 = 0 去 解 . 

(3) 解 方程 6x* ~ 25x’ + 12x* +25x +6 = 0 将 方程 变形 为 
A 1 > i 
(s-=) -25 (2-=) +24 0 求解 时 将 (二 = 4, 将 其 变 


形 为 关于 :的 一 元 二 次 方程 ,6t* -25t +24 = 0 求解 
X 二 1 9 1 
(4) 解 方程 rz -TI) = 20244) + T 
分 析 : 将 上 式 去 分 母 ,将 其 转化 成 一 元 二 次 方程 x* -6x +5 = 
0 去 求解 . 
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(5) 解 方程 V5x+4 - V2x -1 = V3+1 

分 析 : 将 上 式 去 根 号 ,将 其 转化 成 一 元 二 次 方程 6x* -x -5 = 
0 去 求解 . 

(6) 解 方程 log。 (xz -2) = logs2V2 

分 析 :因为 logs2V2 = log8+ = 三 , 故 有 (16 -3x) 主 = x -2， 
从 而 可 将 其 转化 成 一 元 二 次 方程 x* -x -12 = 0 去 求解 . 

(7) 解 方程 sin2x -12(sinx -cosx) +12 = 0 

分 析 : 一 般 地 说 ,凡是 可 以 求解 的 三 角 方程 ,总 是 通过 人 恒 等 变 
形 将 原 方程 的 求解 转化 为 最 简 三 角 方程 的 求解 . 具体 到 此 题 , 令 
sinx -cosx = t, 于 是 有 t= 1 -sin2x, 从 而 可 将 原 方程 转化 为 六 + 
12! -13 = 0 去 解 .最 后 ,又 将 所 得 sinx - cosx = 1 转化 成 最 简 三 
角 方 程 sin2x 去 解 . 

对 于 解 方程 组 ,初等 代数 局 限于 研究 在 一 定 条 件 下 可 按 一 般 
法 则 求解 的 代数 方程 组 以 及 某 些 特殊 类 型 的 方程 组 的 解法 . 方程 
组 的 求解 ,关键 在 于 消 元 ,即将 多 元 方程 转化 为 一 元 方程 . 对 于 高 
次 方程 , 则 化 归 为 低 次 方程 . 而 对 于 解 超越 方程 组 ,其 基本 途径 是 


将 问题 转化 为 代数 方程 组 的 求解 . 
x+y+z =10 (OY 
(8) 解 方程 组 /x* +y -zx = 20 @ 
2 + Bt - 560 @) 


分 析 : 求 解 各 种 特殊 类 型 的 代数 方程 组 的 基本 途径 是 将 高 次 
方程 转化 为 低 次 方程 ,将 多 元 方程 化 归 为 一 元 方程 . 具体 到 此 题 ， 
可 由 @ 得 :r+y = -z @ 
由 @ 得 **+y = (x+y) -2xy = 20+z， 

再 利用 @ 式 ,得 z2*-2xy = 20 + 于 

由 @ 得 x*+y = (x +y)*-2(xy)’ = 560 + 和 

于 是 有 : 
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(20 +z2)* -200 = 560 +z 
40z = 360,z = +3. 因此 ,将 原 方程 组 转化 成 两 个 二 元 二 次 
方程 组 : 
xX+y = 3 X+Y = -3 
外 -10 与 汪 -10 
又 将 此 两 方程 组 转化 成 一 元 二 次 方程 必 +3u-10 = 0 与 
uw -32 -10 = 0 去 解 . 


sin2x + sin2y = 到 
(9) 解 方程 
4T7 
*-y=3 


分 析 : 先 将 原 方程 组 转化 为 与 它 同 解 的 方程 组 . 


因为 sin?x + sin’y 汉 1 ~ cos2% os + 工 一 co827 = 


=1-/ COs2x + cos27) 
2 


= 1-cos(x+y)cos(%—7). 
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cos(x%+7y)cos(x~7y) = 部 
(I) 
4 全 2 


再 将 ( ) 转 化 为 代数 方程 组 去 求解 . 
x+7y = (2n+1)7 
| 4 (neZ) 
3 
例 (3 -3 -3) 在 微 积 分 中 ,不 定 积分 的 计算 方法 中 有 所 谓 
分 部 积分 法 . 
设 函 数 u(x) ,v(x) 具 有 连续 的 导数 , 则 


fu(x)v' (x) dx = u(x)v(x) - fu’'(x)v(x)dx Q@ 


和 一 三 
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或 写作 
fuCx)dv(x) = u(x)v(x) - fv(x)du(x) @ 
利用 公式 或 @ 有 时 可 以 使 难 求 的 不 定 积分 Ju(z)z' (xz)dx 
转化 为 易 求 的 不 定 积分 [ru'"(*)u(x)dx, 从 而 得 到 所 要 求 的 结果 . 
如 , 求 [x?e™*dx. 
分 析 : 此 题 需 进行 两 次 分 部 积分 转化 成 易 求 的 不 定 积分 . 
fx*e dx = -ze 一 -12x( -ee 一)dx 
= -Xie +2 /xe “dx 
= -ze +2( -xe -|[(-e)dx) 
= xe -Ixe +2 [xe dx 
则 [xe dx = -xie 一 -2xe 一 -2e-+C. 
例 (3 -3 -4) 设 复 数 ZN 和 2， 满足 关系 式 Z12, + AZ, + 
4Z, = 0, 其 中 4 为 不 等 于 0 的 复数 , 试 证 明 
胎 +A| 2 +4 
Z,+A|  Z+4 
分 析 : 这 是 1987 年 高 考题 考生 失 分 最 多 的 问题 之 一 . 若 将 此 
陌生 的 问题 转化 为 熟悉 的 问题 ,就 有 利于 我 们 运用 熟知 的 知识 、 
经 验 与 问题 去 解决 . 将 此 题 结合 绝对 值 定义 进行 思考 ,再 利用 我 
们 熟知 的 实数 lal = a 的 充 要 条 件 是 a=0, 就 会 想到 改变 本 题 结 
论 , 即 转化 为 


wn Zi1+A Zi1+A  。 
试 证 有 +4 Rs-pA ,这 样 问题 便 可 获 解 . 


因为 Z,2Z,+4Z1 +42,=0 
Zit+A (ZI+A)(Zs+4) ZIZ +42 +AZ,+AA 


B+A (2 +AWMENAITR (2, +A)’ 
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= a >0( 因 为 4z0) 

例 (3 -3 -5) 如 图 3 -3 -4, 高 为 上 的 等 边 圆锥 内 ,有 3 个 

等 半径 且 两 两 相 切 的 球 , 又 每 个 球 都 和 圆锥 的 底面 和 侧面 相 切 ， 
求 这 3 个 球 的 半径 


(b) 


图 3-3-4 


分 析 : 为 了 把 较 复杂 的 问题 转化 为 较 简单 的 问题 来 解 ,在 解 
立体 几何 问题 时 ,往往 通过 降 维 把 三 维 空间 复杂 的 问题 化 归 为 二 
维 空间 简单 的 问题 去 研究 ,从 而 使 立体 几何 问题 顺利 得 到 解决 . 

此 题 可 通过 一 个 小 球 的 球 心 0, 作出 等 边 圆锥 的 轴 截 面 
4'B'C"( 图 3 -3 -3(0)), 如 此 可 借助 于 轴 截 面 将 空间 图 形 解剖 ， 
使 立体 几何 问题 转化 为 平面 几何 问题 . 

过 0 作 NHNB'C , 连 04(4 为 切 点 ), 由 图 3 -3 -3(c) 知 


_2 到 和 2 + 2 = 
OH = 3 ON= mo = 33r 有 AH=h r,NH = 


Gag = 各 (hk -中 ,因为 AH = ONH+ON = 和 57, 故 生 (4- 
r) = 3 7 得 r = 了 


314 


二 化 归 的 一 般 原则 

1. 化 归 方向 的 熟悉 化 原则 

化 归 的 方向 朝 着 熟悉 化 ,把 生僻 的 问题 转化 为 熟悉 的 问题 . 
这 里 的 熟悉 指 的 是 “已 知 ” 的 或 已 掌握 的 “知识 ”和 “方法 ”.“ 新 ” 
东西 化 作 原 有 的 “ 提 ” 东 西 ,就 可 以 认为 问题 已 经 基本 解决 了 . 


如 (zx) 满足 f(x) + 圳 过) = ex, 其 中 be 是 非 零 常数 ， 


且 a +6b, 求 函数 /(x*) 的 表达 式 . 
分 析 : 由 等 式 的 特点 ,遵循 熟悉 化 法 则 ,把 问题 转化 为 熟悉 的 
方程 和 方程 组 问题 ,就 变 得 容易 了 . 


已 知 af(x) + 二 二] 2 四 
用 二 代替 * 有 :of[ 二) +(x) = 二 @ 
令 fx) = XJ 二) = Y, 于 是 四. 加 可 为 

aX+bY = cx @® 
全 = 二 @ 


这 样 把 求 D、@ 中 的 x) J{ 二 | 变 为 求 @、@ 中 的 XY, 即 变 为 解 


二 元 一 次 方程 组 了 . 

2. 化 归 目标 的 简单 化 原则 

化 归 目 标 简单 化 原则 是 指 化 归 应 朝 着 目标 简单 的 方向 进行 ， 
即 复杂 的 待 解决 问题 应 向 简单 的 较 易 解决 的 问题 化 归 . 这 里 的 简 
单 不 仅 是 指 问题 结构 形式 表示 上 的 简单 ,而 且 还 指 问 题 处 理 方 
式 \ 方 法 上 的 简单 . 简单 也 具有 相对 性 ,如 解 方程 问题 ,在 初学 一 
元 一 次 方程 的 内 容 时 , 形 如 ar = b 式 的 方程 是 简单 的 ,而 那些 不 
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是 这 种 形式 的 方程 相对 就 是 复杂 的 了 . 解 方程 时 ,化 归 的 目标 就 
是 通过 把 含 未 知 数 x 的 项 移 到 一 边 ,常数 项 移 到 另 一 边 ,合并 后 
而 使 原 方程 呈 简 单 形式 ax = b. 这 部 分 内 容 学 习 完 并 掌握 之 后 ， 
再 学 习 方程 组 及 分 式 方程 时 ,所 有 一 元 一 次 形式 的 方程 都 可 认为 
是 简单 的 了 , 当 有 关 方 程 内 容 学 完 并 掌握 之 后 ,方程 问题 就 可 认 
为 是 简单 的 了 ,那么 , 若 遇 到 某 些 求 值 或 求解 问题 时 ,我们 就 可 以 
考虑 向 方程 问题 化 归 , 只 要 将 求 值 或 求解 对 象 纳 和 人 到 某 个 方程 
(组 ) 中 ,我 们 就 基本 上 可 以 说 问题 解决 了 ,因为 方程 问题 对 我 们 
而 言 已 是 简单 问题 . 

3. 具体 化 原则 

是 指 化 归 的 方向 一 般 由 抽象 到 具体 . 也 就 是 在 分 析 问 题 、 解 
决 问题 时 ,向 着 简单 化 的 方向 转化 ,使 得 其 中 的 数量 关系 更 易于 
把 握 ; 尽 可 能 使 抽象 的 形式 用 具体 的 方式 表述 ,使 用 " 形 " 来 表述 ， 
使 得 多 种 概念 以 及 概念 间 的 关系 具体 明确 . 

例如 : 求 函 数 /(+) = V7 -3z -6r+13 - VR-+1 的 最 
大 值 . 

分 析 : 可 以 发 现 ,上 述 函 数 式 可 变形 为 
这 样 可 以 将 (x) 看 作 :(x,x?) 到 点 4(3,2),B(0,1) 距 离 差 的 最 大 
值 ,进一步 具体 化 (如 图 3 -3 -5) 实 际 是 求 抛物 线 y = x** 上 PP 使 
得 1P41 ~ 1PB1 距 离 差 最 大 . 由 图 3 -3 -5 可 知 直 线 48 与 抛物 线 
相交 于 C 点 ,由 “三 角形 两 边 之 差 小 于 第 三 边 ” 可知, 当 P 位 于 C 
时 ,使 得 1P41 - 1PB 1 之 差 最 大 , 即 /(x) 最 大 , 故 可 求 /(x) = 
14B1 = Vi0 是 最 大 值 . 
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4. 化 归 标 准 形式 化 原则 

化 归 标 准 的 形式 化 原则 是 指 将 问题 化 为 标准 化 形式 . 标准 化 
形式 是 指 已 经 建立 起 来 的 数学 模式 . 因为 人 们 对 于 标准 形式 是 熟 
知 的 ,而 且 数 学 是 关于 模式 的 数学 . 如 一 元 二 次 方程 的 求 根 公 式 
和 根 与 系数 关系 是 关于 ax? + bx +c = 0 的 标准 化 形式 而 言 的 ,而 
且 二 次 曲线 的 有 关 理 论 是 通过 标准 方程 讨论 的 ,所 以 一 旦 将 问题 
化 为 标准 方程 ,其 所 有 一 切 性 质 便 清晰 起 来 . 其 实 “ 化 归 标 准 形式 
化 "是 化 归 方向 “熟悉 化 原则 ”的 外 延 . 

5. 低层 次 原则 

化 归 的 低层 次 化 原则 是 说 , 解决 数学 问题 时 ,应 尽量 将 高 维 
空间 的 待 解 问题 化 归 成 低 维 空间 的 问题 ,高 次 数 的 问题 化 归 成 低 
次 数 的 问题 ,多 元 问题 化 归 为 少 元 问题 解决 . 这 是 因为 低层 次 问 
题 比 高 层次 问题 更 直观 ,具体 、 简 单 . 

例 (3 -3 -6) 求 方 程 x -y = xy+61 的 自然 数 解 x、y. 

分 析 : 由 方程 结构 知 ,x >y， 
又 由 ”一 = (x 一 y)xy+(x-y)(x* +7 ) 知 x 不 能 比 y 大 太 多 ， 


317 


考虑 用 线性 代 换 * = y +d 降低 方程 次 数 . 代入 原 方程 并 整理 得 
(3d-1)y +(3d ~d)y+d’ = 61， 
由 x>y 得 dz1, 从 而 3d -1>0. 
又 因为 y>0, 所 以 ,d’ <61,d<3. 
因此 ,d 只 有 三 种 可 能 的 取 值 4 = 1 ,2,3. 
不 难 验证 ,只 有 d = 工时 ,y 才 有 自然 数 解 ,此 时 y = 5,x = 
y+d = 6. 因此 , 原 方程 的 自然 数 解 为 x = 6,y = 5. 


$2 化 归 的 策略 


化 归 是 为 解决 数学 问题 提供 的 一 种 思想 方法 . 它 在 数学 问题 
解决 中 的 作用 在 于 转化 ,即将 解决 的 (或 未 解决 ) 问题 通过 变形 、 
分 解 、 映 射手 段 ,最 终 使 之 简 算 化 .熟悉 化 .具体 化 、 正 难 则 反 化 ， 
直到 化 作 已 经 解决 或 比较 容易 解决 的 问题 中 去 . 

1. 化 归 的 典型 范例 一 一 费 马 大 定理 的 证 明 

在 中 国 勾 股 定理 的 基础 上 ,在 《 易 钥 算 经 》 的 另 一 处 ,周公 后 
人 陈 子 的 一 句 话 :“ 勾 股 各 自 乘 ,并 而 开 方 除 之 ”. 即 现代 数学 符号 
表述 的 * +y = zz. 由 此 可 见 陈 子 已 知道 一 般 的 勾 股 定理 ,后 来 ， 
公元 三 世纪 , 赵 爽 为 《( 周 佣 算 经 )》 注释 时 并 对 勾 股 定理 进行 了 证 
明 . 勾 股 定理 西方 称 为 “ 毕 得 哥 拉 斯 定理 . "再 后 来 法 国 数学 家 费 
马 在 读 拉 丁 文 备 番 图 的 (算术 时 ,在 第 二 卷 的 第 8 命题 “将 一 个 
平方 数 分 成 两 个 平方 数 之 和 ”旁边 写 下 一 段 话 :“ 另 一 方面 ,不 可 
能 有 一 个 数 的 立方 表 为 另外 两 个 立方 之 和 ,一 个 数 的 四 次 方 表 成 
另 两 个 四 次 方 之 和 . 一 般 来 说 ,不 可 能 有 一 个 更 高 的 方 智 表 成 另 
外 两 个 相应 方 蹇 之 和 "”. 这 就 是 后 来 所 称 的 “ 费 马 大 定理 ”:“ 方 程 
*"+y" = z”, 对 任意 大 于 2 的 自然 数 ”无 整数 解 . "1994 年 费 马 大 
定理 由 法 国 数学 家 怀 尔 斯 获 证 ,他 也 先后 获得 沃 尔 福 奖 和 菲 尔 芯 
奖 ,但 我 们 这 里 要 说 的 是 费 马 定理 证 明 过 程 使 用 了 化 归 法 . 费 马 
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大 定理 这 个 命题 从 问世 到 证 明 , 经 历 了 近 300 年 时 间 . 

18 世纪 欧 拉 证 明 n = 3 时 的 情形 . 

1839 年 法 国 数学 家 拉 梅 证 明了 n .= 7 的 情形 . 

1844 年 高 斯 的 学 生 库 默 尔 在 高 斯 证 明 n = % 移 情形 失败 后 ， 
证 明了 费 马 大 定理 中 涉及 的 一 个 关键 问题 一 “惟一 因子 分 解 定 
理 ”, 并 为 此 创造 了 理想 数 ,证 明了 :对 于 所 有 小 于 100 的 素 整 数 
费 马 定理 成 立 . 自从 库 默 尔 在 费 马 大 定理 证 明 方 面 有 所 建树 ,在 
他 之 后 一 百年 时 间 内 费 马 大 定理 的 研究 停滞 不 前 . 

1983 年 德国 数学 家 法 尔 廷 斯 证 明了 莫 代 尔 猜 想 :“x" + 六 = 1 
至 多 只 有 有 限 多 个 有 理 数 解 . ”因此 导出 结论 :“x” +y = zs"” 至 多 

只 有 有 限 多 个 有 理 数 解 . 法 尔 迁 斯 把 无 阔 多 个 解 的 可 能 性 ， 降低 

为 只 有 有 限 多 个 . 

1955 年 其 间 出 现 了 谷山 一 志 村 猜想 : “有 理 数 域 上 的 椭圆 曲 
线 都 是 模 曲 线 ”. 关于 椭圆 曲线 即 形 如 入 = f(x) 的 曲线 , (7(x) 是 
% 的 三 次 或 四 次 多 项 式 . ) 当时 没有 人 想到 谷山 一 志 村 猜想 会 与 费 
马 大 定理 有 联系 ,是 德国 数学 家 弗 雷 指出 了 二 者 的 联系 ,并 形成 
了 弗 雷 命题 . 

1985 年 德国 数学 家 弗 雷 提出 了 弗 雷 命题 :假定 费 马 大 定理 不 
成 立 , 即 存 在 一 组 非 零 整数 4A、B8、C, 使 得 4" +B" = C"(n>2) 那 么 
构成 的 形式 y* = x(x -4")(x -8B8")(n>2) 的 椭 贺 曲线 ,不 可 能 是 
模 曲 线 . 

显然 费 雷 命题 与 谷山 一 志 村 猜想 是 矛盾 的 ,如 果 同 时 证 明 这 
两 个 命题 ,就 可 证 明 “ 费 马 大 定理 不 成 立 " 这 一 假定 是 错误 的 ,从 
而 就 可 证 明了 费 马 大 定理 . 这 就 是 说 :把 费 马 大 定理 的 证 明 转化 
为 对 谷山 一 志 村 猜想 和 费 雷 命题 的 证 明 . 其 间 1986 年 美国 数学 
家 贝 特 证 明了 弗 雷 命题 . 这 样 证 明 费 马 大 定理 就 化 作对 谷山 一 志 
村 猜想 的 证 明 . 1994 年 怀 尔 斯 证 明了 这 一 猜想 的 成 立 , 这 就 是 说 
英国 数学 家 怀 尔 斯 (A. Wiles ) 证 明了 谷山 一 志 村 猜想 成 立 . 这 一 
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成 果实 际 上 宣告 了 费 马 大 定理 得 到 证 明 . 费 马 大 定理 最 终 得 以 证 
明 ,显示 出 化 归 思 想 的 作用 . 
今天 ,把 费 马 大 定理 的 证 明 作 为 化 归 法 的 典型 范例 . 
2. 化 归 的 策略 
(1) 恒 等 变形 ”这 种 化 归 体 现在 等 价 转换 思想 ,其 表现 形式 
很 多 :如 初等 数学 中 的 多 项 式 的 恒 等 变 换 , 有 理 式 的 恒 等 变换 ,分 
式 的 恒 等 变 换 , 三 角 便 等 变换 ,对 数 式 的 恒 等 变 换 , 反 三 角 式 的 恒 
等 变换 等 . 
例 (3 -3 -7) 求证 /3 +V7 <2Y5. 
分 析 : 因 为 /3 +V7 <2V5 
则 (VY3 +V7)? < (2y5)? 
10 +2 V21 <20 
2 V21 <10 
V21 <5 
21 <25 
例 (3 -3 -8) 已 知 log = a,18: = 5. 求 log’; 
分 析 : 此 题 利用 恒 等 化 归 可 奏效 . 
因为 18*= 5 即 logi, = 5, 已 知 logi, = a 
- log's log ， + logi, 


log;。= 


36 一 4 9 
log， log,。+ log。 
a+b a+b 


~ log +a 2log’, +a 


而 log = 1 ~ log 
=l1-a 
把 logi, 化 为 已 知 ,问题 即 可 解决 . 
例 (3 -3 -9) 解 方程 sinx + cosx -2V2sinxcosx = 0 
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分 析 : 引 进 ! = sinx + cosx 


2sinxcosx = (sinyr +cosr) -1 =t -1 
那么 原 式 可 化 为 :+V2(P-1) =0 
v2P+t-2 =0 


(2) 放 缩 变形 ”不 等 式 的 证 明 中 ,常常 使 用 放 缩 变形 . 


例 (3 -3 -10) 求证 1 + 上 + 上 +……+ 廿 >2( Vi 了 -1) 
n 


他 Vn 
丰 二 下 | 1 
分 析 : 因 为 bh Tr 


证 明 : 左 >2[( -1) +( -V2) + (V4 -V3) + + 
(Cvn+I-yn)] = 2( Vn+l -1) 

从 上 例 可 看 到 ,不 等 式 证 明 中 放 缩 变换 法 ,用 “放大 或 缩小 分 
母 "的 方法 和 “ 设 掉 一 些 正 项 而 使 不 等 式 多 项 之 和 变 小 "等 方法 ， 
使 之 达到 化 归 的 目的 . 这 是 使 用 不 等 式 的 传递 性 a<b,b< c= 
a < 发 展 而 成 的 ,是 不 等 式 的 转化 思想 . 

3. 分 解法 

通过 分 解 ( 类 似 生 物 学 中 的 解剖 ) ,能 清晰 地 了 解 待 处 理 问题 
内 部 的 各 种 制约 关系 ,从 而 找到 一 个 解决 问题 的 办 法 ;通过 分 解 ， 
能 乔 清 问题 的 外 延 ,从 而 知道 我 们 应 该 从 哪些 方面 人 手 去 解决 问 
题 . 因此 ,分解 对 于 “问题 解决 "中 的 化 归 是 至 关 重 要 的 . 但 在 许多 
情况 下 ,为 使 化 归 过 程 的 完全 实现 ,往往 还 要 重新 组 合 . 

这 种 化 归 方 法 是 “化 大 为 小 ,化 繁 为 简 " 转 化 思想 的 体现 . 其 
模式 可 用 图 3 -3 -6 表示 : 

(1) 整 体 分 解法 “这 是 把 问题 本 身 作为 被 分 解 的 对 象 . 有 两 
种 表现 形式 :其 一 ,把 问题 分 解 成 几 个 局 部 之 和 ( 称 为 局 部 法 ); 其 
二 ,把 问题 分 解 成 整体 与 局 部 之 差 ( 称 为 补 集 法 ). 
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组 合 解答 1 
Hie 


图 3-3-6 


例 (3 -3 -11) ”Q@@ 凸 n 边 形 可 以 分 割 为 n -2 个 三 角形 ,从 
而 得 出 n 边 形 的 内 角 和 是 (n -2) x 180°( 局 部 法 ). 

加 弓形 面积 可 以 化 归 为 扇形 面积 与 三 角形 面积 之 差 ( 补 集 
法 ). 
@ 贺 台 ( 棱 台 ) 的 体积 可 以 化 归 为 两 个 圆锥 (楼 锥 ) 体 积 之 差 
( 补 集 法 ). 

@ 组 合 数 学 中 称 之 为 包含 排斥 原理 的 计算 公式 ,是 补 集 思 想 
的 具体 运用 . 

例 (3 -3 -12) (1987 年 全 国 高 考试 题 ) 三 棱锥 P 一 4BC 
中 ,PA1BC, 且 PA = BC = 1,P4,BC 的 公 垂 线 ED = h, 求 证 


矶 2 所 二 fh( 图 3 7 
分 析 : 直 接 求 出 Vp 比较 困难 ,但 


已 知 ph BC,EDLBC, 则 有 BCL 平 面 A C 
4PD, 可 将 整体 分 割 为 B 一 4DP,C 一 4DP D 
两 部 分 遂 可 求 出 . B 


(2) 外 延 分 解法 ”外延 划分 为 几 种 。 图 3_3-_7 
情形 ,类 似 逻 辑 学 中 的 “分 类 ”. 把 一 个 大 
的 概念 分 为 若干 类 . 当然 分 类 时 应 遵循 分 类 的 规则 . 
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例 (3 -3 -13) 说 明 画 数 y = ax 在 (0, + wm) 上 是 否 有 单 
调 性 , 若 有 ,是 增 顶 数 或 是 减 郴 数 ? ; 

分 析 : 肾 数 y = ax’ 中 的 a 待定 ,a 分 三 类 情形 :a >0,a = 0， 
a <0, 因 此 此 题 分 为 三 种 情形 去 做 . 

这 样 主要 目的 是 为 弄 清 求 解 问题 应 从 哪 几 方 面 着 手 . 

(3) 条 件 分 解法 ”这 里 对 已 知 条 件 进行 分 解 ,使 它们 能 暂时 
解除 它们 之 间 的 新 旧 关 系 , 使 它们 更 便于 对 问题 的 思考 . 

例 (3 -3 -14) 给 出 一 个 三 角形 三 条 边 长 a.b、e, 求 作 这 个 
三 角形 ( 尺 规 作 图 ). 

分 析 : 求 作 三 角形 , 实质 是 找 三 角形 顶点 的 位 置 , 作 线 段 
AB = a 使 找到 三 角形 的 两 个 顶点 ,从 而 转化 为 “已 知 B、4 的 位 
置 , 求 作 点 C, 使 1C41 = b, 使 1CBI = a” 

波 利 亚 居高临下 ,指出 这 个 问题 解法 容易 ,重要 的 是 其 蕴含 
着 有 a,b 的 双轨 迹 模 式 :Q@ 把 问题 转化 为 求 作 一 个 点 ;@@ 把 条 件 
分 割 为 两 部 分 ,使 每 一 部 分 变 成 未 知 点 所 在 的 轨迹 ,这 样 满足 条 
件 的 轨迹 的 变 点 即 所 求 . 

双轨 迹 的 模式 推广 到 一 般 m 轨迹 模式 (me N*m >2) 

例 (3 -3 -15) 已 知 |a,| 为 等 差 数 列 ,s, = 40,a, = 13 且 最 
大 ,a, e N' , 求 这 个 数列 的 项 数 n. 

分 析 : 由 题 意 设 首 项 为 x， 


有 (3+) 2 40, 


即 n(13+x) = 80 中 
又 13 +x>13 © 
13 +x <26 @ 
同时 满足 DD@@ 的 整数 n 为 4 或 5. 


(4) 过 程 分 解 ” 把 实现 目标 的 过 程 进行 分 割 . 把 这 种 化 归 过 
程 分 为 几 步 ,分 为 几 个 小 问题 (小 目标 ) ,一 步 一 步 地 去 达到 目标 . 
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每 个 小 问题 都 是 一 个 子 目 标 ,每 个 子 目标 都 比 大 目标 容易 . 
例 (3 -3 -16) 已 知 数列 |a,1 的 公差 为 4>0, 首 项 a, >0. 


9 Dy 一 则 limS, = 
iaGiGi me 


分 析 : 问题 化 为 关于 n 的 关系 式 ,由 5, = 了 = 


= QQi,1 
1 1 1 
(ll 


1 1 

一 a). 

@ 求 "一 时 的 极限 

$= lims,= lm 让 (二 -rd) = 

4. 映射 法 

映射 法 , 即 关系 (relationship ) 映 射 (mapping) 反 演 (inversion ) 
方法 (简称 RMI 方法 ) ,这 是 在 现代 数学 研究 中 实现 化 归 的 一 种 
重要 方法 .与 一 般 的 化 归 方 法 相 比 ,这 种 化 妇 方法 达到 了 更 高 的 
抽象 程度 ,从 而 在 数学 中 有 更 为 重要 和 更 广泛 的 应 用 . 我 国 数学 
家 徐 利 治 教授 在 研究 级 数 反 演 理论 时 提出 这 一 方法 的 ,关于 映射 


法 的 框图 如 3 -3 -8: 
EE 
映 st 
By 逆 上 映射 9 解答 六 


图 3-3-8 


1 
da 
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徐 利 治 教授 的 关系 映射 反 演 法 则 @: 给 定 一 个 含有 目标 原 象 
x 的 关系 结构 5, 如 果 能 找到 一 个 可 定 映射 p( 能 通过 确定 的 数学 
方法 从 映 象 关系 结构 系统 5* 中 将 目标 映 象 确定 出 来 的 映射 ) ,将 
5 上 映 人 或 映 满 5", 则 可 从 5' 通过 一 定 的 数学 方法 把 目标 
X" = p(x) 确定 出 来 , 从 而 通过 反 演 即 逆 映 射 pg ', 便 可 把 
x = p(X" ) 确 定 出 来 . 如 图 3 -3 -7. 

取 对 数 \ 求 导数 等 方法 p 称 之 为 映射 , 取 反 对 数 、 求 积分 等 方 
法 pg ' 称 之 为 逆 映 射 . 

RMI 原则 是 我 们 寻找 具体 映射 遵循 的 原则 . 如 双 二 次 方程 
x' -10x* +9 = 0, 当 选择 安 | 一 y, 映 象 关系 R' 既 不 好 确定 ,也 不 
易 处 理 ; 当 选择 x*1 一 y, 映 象 关系 好 确定 ,但 关系 复杂 ,出 现 开 方 . 
只 有 按 RMI 法 则 ,选择 x1 一 y, 映 象 关系 既 好 确定 又 易 把 握 . 

5. 函数 法 

中 学 数学 中 ,映射 是 一 种 特殊 的 对 应 ,而 函数 只 不 过 是 具有 
以 下 两 个 特点 的 一 种 特殊 的 映射 :4 一 8; (i) 集 合 4、8 是 非 空 的 
数 的 集合 ;(ii)/:4--*B 是 集合 4 到 集合 B 上 的 映射 . 

初等 函数 的 关系 结构 系统 容易 定 映 , 并 且 一 般 情形 下 通过 反 
函数 或 函数 性 质 的 处 理 , 反 演 也 是 能 行 的 . 于 是 ,把 一 个 关系 结构 
系统 映射 为 有 关 函 数 的 关系 结构 系统 ,就 成 了 一 种 重要 的 化 归 方 
法 . 这 种 映射 法 就 是 所 谓 函 数 法 . 


(1) 数 与 形 映射 
例 (3 -3 -17) 求 函 数 F(x) = Vx 3x -6x+13 - 
Vx -x* +1 的 最 大 值 . 


分 析 :f(x) 可 变形 为 
A(x) = /x 1) + 


QD 徐 利 治 . 数学 方法 论 选 讲 , 武 汉 ;华中 工学 院 出 版 社 
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这 样 给 它 放 坐标 系 中 Ax) 就 是 (x,x*) 到 4(1,2)、B8(0,1) 两 
点 的 距离 差 的 最 大 值 ,再 进一步 求 :y = 关上 一 点 已 使 1P4F - 
1PB1 最 大 ,很 容易 知道 ,直线 4B 与 y = x* 交点 C 到 48B 的 距离 最 
大 ,最 后 因 C、4、B 在 一 直线 上 ,所 以 最 大 值 是 14B1,4B = Vi0 

通过 坐标 系 可 以 把 代数 问题 化 为 几何 问题 ,有 时 通过 几何 方 
法 解决 代数 问题 会 变 得 简单 ;几何 问题 化 为 代数 问题 ,也 更 容易 
获得 几何 问题 的 结论 . 

(2) 函数 法 ”中 学 中 的 映射 ,是 函数 概念 , 即 两 个 非 空 集合 
4, 召 若 集合 4 中 的 任 一 个 元 素 按 照 一 定 的 规则 f 对 应 着 集合 B 中 
的 惟一 元 素 /:4--*B, 即 称 集合 B 是 集合 4 的 函数 ,如 果 映 射 是 一 
一 映射 , 反 演 也 是 可 行 的 . 

例 (3 -3 -18) (IMO -29 中 国 集训 选拔 题 ) 设 4.B、C 是 实 
数 , 试 述 不 等 式 

4(x-y)(x-z) +B(Yy-z)(y-x)+Cz-x)(z-y)>0 中 

对 于 任何 xy\z 都 成 立 的 必要 条 件 . 

分 析 : 将 中 改 为 

A(x-y)’ -B(B-A-C)(x-y)(y-2) +C(y-z)’>0 @ 

由 @) 式 : 令 : = =z(Yz*:) 得 

Ar?-(B-C-A)t+C>0 四 

这 样 把 @ 看 似 t 的 二 次 函数 去 讨论 

4<0 
外 = (有 -4-C) -44C<0 
整理 即 可 . 
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第 四 章 ”数学 中 的 推理 与 证 明 方 法 


思维 是 人 对 事物 的 一 般 性 与 规律 性 的 一 种 间接 的 、 概 括 的 反 
应 过 程 ,这 是 一 个 复杂 而 高 级 的 心理 过 程 . 对 于 思维 ,列宁 说 , 任 
何 科学 都 应 用 逻辑 ,但 在 数学 中 的 逻辑 推理 证 明 与 其 他 学 科 的 证 
明 有 着 本 质 不 同 , 它 有 着 形式 化 的 特点 . 根据 逻辑 的 程式 化 特点 ， 
思维 分 为 逻辑 思维 和 非 逻辑 思维 . 本 章 针对 逻辑 思维 的 推理 \ 证 
明 方 法 进行 探讨 . 


$1 推理 与 推理 方法 


推理 是 由 一 个 或 几 个 判断 得 到 一 个 新 的 判断 的 思维 形式 . 每 
个 推理 都 是 由 前 提 和 结论 两 部 分 组 成 ,已 知 的 判断 叫 推理 的 前 
提 , 得 到 的 新 判断 叫 推理 的 结论 . 推理 的 种 类 分 为 :类 比 推理 , 归 
纳 推 理 \ 演 绎 推理 等 . 

推理 有 内 容 和 形式 两 个 方面 :内 容 指 前 提 和 结论 的 真 假 性 问 
题 ;形式 是 指 推理 结构 形式 的 问题 . 关于 内 容 和 形式 ,在 形式 逻辑 
中 只 研究 推理 的 形式 ,不 涉及 推理 内 容 , 而 数学 推理 则 二 者 兼顾 ， 
不 仅 要 求 内 容 真 实 ,同时 ,也 要 求 必须 合乎 逻辑 . 

1. 类 比 推理 

类 比 推理 ,是 根据 两 个 (或 两 类 ) 对 象 之 间 在 某 些 方面 的 相似 
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或 相同 ,从 而 推出 它们 在 其 他 方面 也 可 能 相似 或 相同 的 一 种 逻辑 
推理 方法 , 它 既 包含 从 特殊 到 特殊 ,又 包含 从 一 般 到 一 般 的 推理 . 
其 特点 是 :利用 某 些 客观 事物 间 的 相似 性 以 对 一 个 系统 的 研究 作 
为 获得 关于 另 一 个 系统 的 信息 的 手段 . 推理 前 提 所 提供 的 仅仅 是 
两 个 (或 两 类 ) 事 物 的 一 些 相同 点 ,以 此 为 据 , 进 而 推出 另 一 属性 
也 相同 . 其 推理 根据 是 不 充分 的 , 它 无 法 保证 已 知 相同 的 属性 和 
推出 的 属性 之 间 有 必然 的 联系 . 所 以 , 它 是 一 种 或 然 推 理 . 

(1) 类 比 推理 的 类 型 及 特点 

1) 类 比 推理 的 类 型 

第 一 类 :简单 共存 类 比 , 它 是 根据 对 象 的 属性 之 间 有 简单 共 
存 关 系 而 进行 的 推理 . 

甲 对 象 具 有 属性 abc .d 

乙 对 象 具有 属性 a、b、c 

则 乙 对 象 可 能 也 具有 属性 d 

这 个 类 推 公式 中 ,a、b、c 表示 两 个 (类 ) 对 象 的 相同 ( 似 ) 属 
性 ,而 d 表示 推移 属性 . 

第 二 类 :因果 类 比 , 它 是 根据 对 象 的 属性 之 间 可 能 具有 同一 
种 因果 关系 而 进行 的 推理 . 

甲 对 象 中 ,属性 ab.e 同属 性 d 有 因果 联系 

乙 对 象 中 ,属性 a'、b',c' 与 a.bc 相同 或 相似 

则 乙 对 象 可 能 有 属性 d'(d' 与 d 相同 或 相似 ) 

比如 三 角形 ( 甲 对 象 ) 中 ,三 条 中 线 交 于 一 点 且 分 点 分 每 条 线 
为 2: 1 ,四 面体 ( 乙 对 象 ) 中 ,四 条 中 线 ( 顶点 至 对 底面 重心 联 线 ) 
属性 同 前 面 三 条 中 线 类 似 ,因此 推理 出 以 下 可 能 成 立 的 结论 :这 
四 条 中 线 交 于 一 点 , 且 分 点 分 每 条 中 线 为 3: 1( 经 证 明 这 结论 是 正 
确 的 ). : 

第 三 类 :对 称 类 比 , 它 是 根据 对 象 属性 之 间 有 对 称 性 而 进行 
的 推理 , 比 前 两 类 更 可 靠 些 , 但 一 事物 的 对 称 关 系 不 一 定 恰好 适 
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合 另 一 对 象 .“ 

第 四 类 : 数学 相似 类 化 逻辑 中 称 协 变 类 比 它 是 根据 对 象 属 
性 之 间 具 有 某 种 确定 的 协 变 关 系 , 即 函数 变化 关系 而 进行 的 推 
理 .由 于 它 定量 地 描述 了 对 象 属性 之 间 的 关系 ,因此 比 前 类 类 比 
前 进 了 一 大 步 . 这 种 类 比 推理 有 两 种 形式 :根据 两 个 对 象 有 若 
于 属性 相似 , 且 在 二 者 的 数学 方程 式 相 似 的 情况 下 ,推出 它们 在 
其 他 属性 方面 可 能 相似 . 

甲 对 象 具 有 属性 ab、e 且 对 甲 有 f(x) =0 

乙 对 象 具有 属性 ab' 且 对 乙 有 xz') = 0 

由 于 Kxz') = 0 与 Kx) = 0 相似 ， 

所 以 乙 对 象 可 能 有 属性 c'. @ 根 据 两 个 对 象 的 各 种 属性 在 协 
变 关系 中 的 地 位 与 作用 相似 ,推论 出 它们 的 数学 方程 式 也 可 能 
相似 . 

甲 对 象 具有 属性 a、bc 且 对 甲 有 f(x) = 0 

乙 对 象 具有 属性 a'、b' 、e” 

由 于 属性 abe 与 a'b'c' 相 似 ， 

所 以 对 乙 可 能 有 f(x’) = 0 

第 五 类 ;综合 类 比 , 它 是 根据 对 象 属性 的 多 种 关系 的 综合 相 
似 而 进行 的 推理 . 

甲 属性 a、b、e、d 及 它们 之 间 的 多 种 关系 与 乙 属性 a'、b'、e'、 
d' 及 它们 之 间 的 多 种 关系 相似 . 由 a、.b、c、d 的 量 簿 可 能 推出 a'、 
b'、e'、d' 的 相应 量 值 . 

2) 类 比 的 特点 ”@ 类 比 是 从 人 们 已 经 掌握 了 的 事物 的 属性 ， 
推测 正在 研究 的 事物 的 属性 . @ 类 比 是 从 一 种 事物 的 特殊 属性 推 
测 另 一 种 事物 的 特殊 属性 . @ 类 比 的 结果 是 猜测 性 的 ,不 一 定 可 
靠 , 但 它 却 具 有 发 展 功能 . 

徐 利 治 教授 对 归纳 与 类 比 在 从 事 数学 创造 性 科学 研究 活动 
过 程 中 的 作用 作 了 充分 肯定 , 画 了 如 图 3 -4 -1 的 框图 . 
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(2) 类 比 推理 的 作用 

1) 类 比 是 对 知识 进行 理 线 串 点 ,融会 贯通 的 好 办 法 ”高深 的 
数学 理论 ,基本 “思路 " 却 可 以 从 初等 数学 中 找到 ,如 平面 几何 、 线 
性 代数 与 泛 函 分 析 有 关 知 识 的 类 比 见 表 3 -4 -1, 能 使 我 们 加 深 
对 高 等 数学 的 理解 与 认识 . 


表 3 -4-1 相关 知识 类 比 


(X,Y) = { x(a 


NX = Mf Cx Ye 


x fa lx. Y) 
co = TXY YT 


on0 = — Se 
Xl- Hl 
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续 表 3 -4-1 


不 等 式 | 三 zy |< | f (D7) |< 


上 (七 了 二 天 


上 上 AS NA 


又 如 平面 几何 与 立体 几何 的 类 比 ,有 利于 化 难为 易 , 启 迪 思 
维 ,正如 波 利 亚 所 指出 的 :“ 类 比 是 一 个 伟大 的 引路 人 ,求解 立体 
几何 问题 往往 有 赖 于 平面 几何 中 的 类 比 问题 ."( 波 利 亚 《怎样 解 
题 )1982 年 版 第 129 页 ) 

例 (3 -4 -1) @ 证 明 :三 角形 的 面积 等 于 三 角形 的 周 长 与 


内 切 圆 的 半径 积 的 
@@ 证 明 :棱锥 的 体积 等 于 棱锥 的 全 面积 与 内 切 球 的 半径 乘积 
的 二 


2) 类 比 富 于 创造 性 ” 拉 普 拉 斯 说 :“ 甚 至 在 数学 里 ,发 现 真理 
的 主要 工具 也 是 归纳 和 类 比 . (摘自 4 数学 与 研究 》( 中 学 数学 ) ， 
1984 年 ,第 2 期 . ) 


例 (3 -4 -2) 数学 家 欧 拉 用 类 比方 法 猿 想 二 = 所 的 过 


程 给 人 们 以 启发 ,他 的 基本 思想 是 拿 三 角 方程 与 代数 方程 类 比 ， 
从 而 大 胆 回答 了 当时 无 人 回答 的 难题 ,他 的 “思路 "是 : 
二 设 代数 方程 


则 Qo ~ QixX 十 GaN 一 +( -1)"a xz 


-到 
比较 两 边 的 x 的 系数 ,得 : 


1 1 
= ltt+ 7 人’ mij 
1 2 


加 三 角 方 程 sinx = :0, 有 无 穷 多 个 根 :0, + mn, +2T…… 


; Ye 和 
则 sinx = 人 1 到] 人 (1 #7)+(! gr)+ soya =0 (1) 
_ ey 
Sinx = X31+51 7 71 
欧 拉 抛 去 0 这 个 根 ,用 x 除 这 个 方程 两 边 得 
4 .6 
1-31+51 7 (2) 


这 种 结果 虽 不 严格 ,但 思路 奇特 , 富 于 创造 性 . 当然 ,今天 的 
数学 分 析 证 明 这 个 公式 是 很 简单 的 ,但 当时 运用 这 种 大 胆 类 比 很 
不 容易 . 

@ 借 用 简化 的 类 比 形式 ,可 望 形成 有 关 问 题 答 案 的 猜想 ,从 


而 达到 有 用 的 探索 方向 . 
例 (3 -4-3) 已 知 x+y+z = %* yz, 求 证 : 
入 27 + 2z4 2 2 2 


1-x’ 一 入 办 丁 -2 1-x 1-y 1-z2 
考虑 到 直接 证 明 困 难 ,但 通过 细 分 析 左 端 每 一 个 分 式 ,与 二 
倍 角 的 正切 公式 : 
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的 右 端 相似 ,于 是 联想 到 可 用 三 角 函 数 换 元 法 证 . 

证 明 : 设 x = tan4,y = tanB,z = tanC 
2 2tanB 2tanC 

则 等 式 左 端 | -uanz + -tan 万 + taniC 

= tan2A +tan2B +tan2C 

tan2A * tan2B . tan2C 

2 .2 .2 

1 一 和 1 ee 1 -2 

则 ”人 恒等式 成 立 . 


二 、 归 纳 推理 


人 们 认识 事物 的 过 程 ,总 是 通过 各 种 手段 (观察 .实验 、 分 析 、 
比较 等 ) 认 识 许多 特殊 现象 ,然后 达到 对 一 般 现象 的 认识 . 归纳 就 
是 从 特殊 的 具体 的 认识 推进 到 一 般 现象 的 认识 的 一 种 思维 过 程 . 
归纳 是 科学 发 现 中 常用 的 思维 方式 ,归纳 推理 可 有 分 <4: 完全 归 
纳 法 和 不 完全 归纳 法 . 

1. 归纳 法 的 特点 

(1 ) 归 纳 是 依据 特殊 现象 推断 一 般 现象 ,因而 ,由 归纳 所 得 的 
结论 ,超越 了 前 提 所 包含 的 内 容 . 

(2) 归纳 是 依据 若干 已 知 的 不 完全 的 现象 推断 尚 属 未 知 的 现 
象 ,因而 结论 具有 猜测 的 性 质 ， 

(3 ) 归纳 的 前 提 是 单个 的 事实 特殊 的 情况 ,所 以 归纳 是 立足 
于 观察 .经验 或 实验 的 基础 上 的 . 

由 归纳 推理 所 得 的 结论 虽然 未 必 是 可 靠 的 ,但 它 由 特殊 到 一 
般 , 由 具体 到 抽象 的 认识 功能 ,对 于 科学 的 发 现 却 是 十 分 有 用 的 . 
观察 .实验 ,对 有 限 的 资料 作 归 纳 整 理 , 提出 带 有 规律 性 的 说 法 ， 
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乃 是 科学 研究 的 最 基本 的 方法 之 一 . 

例如 多 面体 的 面 数 下 .顶点 数 Y 和 楼 数 E 之 间 有 什么 关系 
呢 ? 应 从 何 处 着 手 来 研究 这 个 问题 呢 ? 最 容易 下 手 的 莫 过 于 拿 
几 个 多 面体 来 ,具体 地 数 一 数 它们 的 面 、 顶 点 和 校 ,于 是 便 产 生 了 
下 面 的 表 , 见 表 3 -4 -2. 


表 3 -4 -2 不 同 多 面体 间 各 量 的 数目 表 
多 面体 面 数 (F) 顶点 数 ( 了) 校 数 (EE) 


过 

om nm J w om 
un 
oo 


在 分 析 这 些 特例 数据 的 基础 上 就 可 归纳 出 一 个 结论 : 

F+V=E+2 
尽管 这 时 还 不 能 认为 这 个 结论 就 是 正确 的 ,但 是 它 毕竟 为 我 们 提 
供 了 一 个 研究 的 方向 , 即 根 据 这 个 结论 再 去 证 实 它 符合 一 般 多 面 
体 的 情形 . 

2. 归纳 的 类 型 

(1) 完 全 归纳 法 的 推理 方法 ”在 数学 中 它 可 分 为 穷 举 归纳 法 
与 类 分 法 两 种 . 

1) 穷 举 归纳 法 ” 穷 举 归纳 法 是 数学 中 常用 的 一 种 完全 归纳 
法 . 它 是 对 具有 有 限 个 对 象 的 某 类 事物 进行 研究 时 , 把 它 所 有 的 
对 象 的 属性 分 别 讨论 , 当 肯定 了 它们 都 有 某 一 属性 ,从 而 得 到 这 
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类 事物 都 有 这 一 属性 的 一 般 结 论 的 归纳 推理 . 


如 被 考察 的 全 部 对 象 是 S = 1Si1 = 1,2,…,n| ,考察 内 容 
是 判定 S 是 否 有 性 质 P. 用 通常 的 符号 可 表示 为 : 
因为 S 一 一 
S, 一 一 P 
SS 一 -一 下 
(S$ ……'S,。 是 S 类 全 部 个 别 事物 ) 
所 以 S 一 一 P. 


2) 类 分 法 “在 数学 中 所 考察 的 对 象 大 多 数 是 无 穷 多 的 , 穷 举 
这 种 方法 很 多 情况 下 不 适用 . 然而 ,对 于 有 些 无 限 多 的 对 象 ,如 果 
可 将 其 分 为 有 限 的 几 个 类 来 分 别 研究 ,这 就 是 类 分 法 . 

所 谓 类 分 ,用 集合 语言 可 定义 如 下 : 

定义 令 T(S) = 1414 CS,4 #8B,i = 1,2.…… ni.U 4 = 
S,AiNB, 关 名 ,iz#j| , 则 称 (5) 为 5 的 一 个 分 类 ,A,(i = 1,2,…， 
nn) 为 该 分 类 下 的 一 个 类 . 

在 中 学 数学 里 有 许多 需要 用 到 完全 归纳 法 证 明 的 问题 . 在 证 
明 时 , 先 对 研究 的 对 象 按 前 提 中 可 能 存在 的 一 切 情况 作 如 上 所 述 
的 分 类 ,再 按 类 分 别 进行 证 明 . 如 每 类 雹 得 证 , 则 结论 就 得 到 了 ， 
此 即 为 类 分 法 . 

例如 在 平面 几何 中 研究 圆周 角 定理 时 ,考察 了 三 种 可 能 的 特 
殊 情 形 , 即 圆心 在 圆周 角 的 边 上 、 角 内 、 角 外 ,并 且 对 第 一 种 情况 
都 证 明了 角 的 度数 等 于 它 所 对 的 弧 的 度数 的 一 半 , 于 是 得 出 结 
论 :“ 贺 周 角 的 度数 等 于 它 所 对 的 弧 的 度数 的 一 半 ”. 这 里 所 用 的 
方法 就 是 完全 归纳 法 . 由 于 完全 归纳 法 考察 了 所 有 的 特殊 情况 ， 
所 以 归纳 出 的 结论 是 完全 可 靠 的 ,这 种 归纳 法 在 数学 上 是 严 
说 的 ， 
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如 果 我 们 在 论证 时 视 一 类 为 一 个 对 象 ,那么 类 分 法 也 可 看 为 有 
限 类 的 穷 举 法 . 统一 起 来 ,完全 归纳 法 可 视 为 以 分 类 (特殊 时 ,一 类 
只 有 一 个 元 素 ,或 所 有 的 元 素 为 一 类 ) 为 基础 的 一 种 证 明 方法 . 

如 果 完 全 归纳 法 的 每 一 类 (个 ) 前 提 都 是 真 的 ,那么 结论 一 定 
是 真 的 ,所 以 , 它 是 一 种 严格 的 推理 方法 . 在 数学 中 可 以 用 来 进行 
证 明 . 

(2) 不 完全 归纳 法 ”在 数学 中 运用 完全 归纳 法 往往 会 遇 到 朵 
难 ,这 是 因为 在 我 们 所 考察 的 事物 中 ,有 些 含有 无 限 多 个 对 象 而 
又 不 能 进行 有 限 的 分 类 ,从 而 不 能 使 用 穷 举 法 ,所 以 人 们 往往 只 
根据 部 分 对 象 具 有 某 种 属性 作出 概括 . 这 种 根据 考察 的 一 类 事物 
的 部 分 对 象 具 有 某 一 属性 ,而 作出 该 类 事物 都 具有 这 一 属性 的 一 
般 结论 的 推理 方法 称 为 不 完全 归纳 法 . 

从 数学 发 展 史 可 以 清楚 地 看 到 ,无 论 是 一 个 新 的 数学 分 支 的 
产生 ,还 是 具体 给 出 一 个 概念 的 定义 ,都 经 历 过 一 个 积累 经 验 材 
料 的 时 期 ,从 大 量 观 察 、 实 验 得 来 的 材料 发 现 其 规律 ,总 结 出 数学 
定理 或 原理 ,这 是 数学 工作 中 最 初步 的 然而 又 是 基本 的 工作 . 高 
斯 说 过 他 的 许多 发 现 都 是 靠 归纳 法 取得 的 . 不 完全 归纳 法 虽然 不 
能 作为 严密 的 论证 方法 ,但 是 它 能 使 我 们 迅速 发 现 一 些 数量 关系 
的 规律 ,为 我 们 提供 研究 方向 . 素数 分 布 论 中 许多 著名 定理 ,如 素 
数 定理 、 贝 特 朗 定 理 、 狄 里 克 雷 定理 等 ,都 是 先 用 不 完全 归纳 法 从 
经 验 概括 出 来 成 为 猜想 ,然后 再 经 严格 数学 推导 ,设法 给 予 证 明 
的 . 还 有 更 多 由 不 完全 归纳 法 得 到 的 猜想 ,初步 揭示 了 素数 的 分 
布 规律 ,但 至 今 未 得 到 证 明 , 所 以 数学 家 十 分 重视 不 完全 归纳 法 
的 作用 . 中 学 教材 里 从 具体 数 的 演算 概括 出 运算 律 ,用 的 就 是 不 
完全 归纳 法 . 在 数学 中 ,不 完全 归纳 法 又 可 分 为 枚 举 归纳 法 与 科 
学 归纳 法 . 

1 ) 枚 举 归 纳 法 ” 枚 举 归纳 法 是 先 找 几 个 特殊 对 象 进行 试验 ， 
然后 归纳 出 共性 特征 ,最 后 提出 一 种 比较 合理 的 猜想 的 推理 方 
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法 . 它 的 步骤 可 概括 为 “试验 一 一 归纳 一 一 猜想 ”, 至 于 要 考察 多 
少 个 特殊 对 象 , 那 要 看 具体 情况 . 


枚 举 归纳 推理 通常 用 符号 表示 为 : 
因为 ”S$ 一 一 P 

S, 一 一 P 

S$,——P 


(S,……S, 为 S 类 的 部 分 个 别 事物 在 枚 举 中 未 遇 相 矛盾 的 情 
况 ) 

所 以 ”可 能 S 一 —P. 

例如 : 凸 多 边 形 的 内 角 和 . 

三 角形 的 内 角 和 ”180° = (3 -2) x180°; 

四 边 形 的 内 角 和 360° = (4 -2) x180°; 

五 边 形 的 内 角 和 ”540。 = (5 -2) x180°; 

n 边 形 的 内 角 和 一 一 (mn -2)180°. 

再 如 等 差 数 列 | a,| 公差 为 d, 其 通 项 公式 . 

aa = a +d; 

ai= a +d = a +2d; 

a= a+d = a, +3d; 

a,= a,+(n-1)d. 

上 述 这 些 用 枚 举 归 纳 法 ,得 到 的 结论 容易 用 数学 归纳 法 证 明 . 

2) 因 果 关 系 归纳 法 ”因果 规律 的 特点 ,在 前 后 相继 的 一 些 现 
象 中 ,通过 某 些 现象 的 相关 变化 ,归纳 出 现象 间 的 因果 联系 . 这 种 
方法 叫做 因果 关系 归纳 法 . 大 体 可 分 为 以 下 五 类 . 

求 同 法 :从 不 同 场合 中 找 出 相同 元 素 , 即 发 现 各 种 条 件 中 只 
有 一 个 因素 是 普遍 存在 的 ,如 4 就 是 a 的 原因 . 
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场合 各 种 条 件 被 研究 对 象 
I 
I 


亚 A,F,G 


所 以 4 是 a 的 原因 
差异 法 :从 两 种 场合 之 差异 找 出 因果 联系 . 


场合 各 种 条 件 被 研究 对 象 
I A,B,C a 


I B,C b 或 a 不 出 现 


所 以 4 是 a 的 原因 
求 同 差异 共同 法 :探讨 求 同 法 与 差异 法 二 者 结合 导致 因果 
联系 . 


场合 各 种 条 件 被 研究 对 象 
I A,B,C a 

I A,P,E a 

F,B b 或 a 不 出 现 
NV M,E c 或 a 不 出 现 


所 以 4 是 a 的 原因 
共 变 法 :从 某 一 现象 变化 引起 的 另 一 现象 的 变化 中 找 出 两 现 


象 的 因果 关系 . 
场合 各 种 条 件 被 研究 对 象 
I A ,Bae ai 
I 4 BC a; 
亚 eC a3 


所 以 4 是 a 的 原因 
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剩余 法 :在 一 组 复杂 现象 中 ,把 已 知 因果 联系 的 现象 碱 去 , 探 


求 其 他 现象 的 原因 . 

场合 各 种 条 件 被 研究 对 象 

I A,B,C a,b,c 

I B b 

亚 B c 

所 以 4 是 a 的 原因 

五 种 方法 中 ,最 基本 的 是 1 与 2, 它 们 都 是 发 现 因 果 联 系 的 
方法 . 


不 完全 归纳 法 的 客观 基础 是 个 性 和 共性 的 对 立 统一 ,个 性 中 
包含 着 共性 ,通过 个 性 可 以 认识 共性 ,个 性 中 有 些 现象 反映 本 质 ， 
有 些 则 不 反映 本 质 , 有 些 属性 为 全 体 所 共有 ,有 些 属性 则 只 存在 
于 部 分 对 象 中 ,这 就 决定 了 从 个 性 中 概括 出 来 的 结论 不 一 定 是 事 
物 的 共性 ,也 不 一 定 抓 住 了 事物 的 本 质 . 不 完全 归纳 法 的 客观 基 
础 决定 了 这 种 推理 的 逻辑 特点 : 它 虽 然 是 一 种 扩充 知识 ,发 现 真 
理 的 方法 ,但 往往 是 一 种 不 严密 或 然 性 的 推理 . 用 不 完全 归纳 法 
提出 的 结论 ,仅仅 是 一 种 猜想 , 它 的 正确 性 还 要 经 过 严格 证 明 , 比 
如 ”* 费 马 大 定理 " 和 费 马 素数 . 

3. 演绎 推理 

演绎 推理 是 由 一 般 性 的 命题 推出 特殊 性 命 古 的 推理 方法 , 演 
绎 推理 的 主要 形式 ,就 是 由 大 前 提 、 小 前 提 推 出 结论 的 三 段 论 式 
推理 ,三 段 论 式 推理 常用 的 一 种 格式 ,可 以 用 以 下 公式 来 表示 : 
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它 的 意义 可 以 简 释 为 :M 是 P, 而 S 是 M, 所 以 S 是 P. 

三 段 论 推理 的 依据 ,用 集合 论 的 观点 来 讲 , 就 是 : 若 集 M 的 所 
有 元 素 都 具有 人 性质 P,S 是 M 的 子 集 ,所 以 5 中 所 有 元 素 都 具有 性 
质 P. 

三 段 论 的 公式 中 包含 三 个 判断 ,第 一 个 判断 称 为 大 前 提 , 它 
提供 了 一 个 一 般 的 原理 ;第 二 个 判断 叫 小 前 提 , 它 指出 了 一 个 特 
殊 情况 ;这 两 个 判断 联合 起 来 ,揭示 了 一 般 原理 和 特殊 情况 的 内 
在 联系 ,从 而 产生 了 第 三 个 判断 一 一 结论 . 

在 三 段 论 式 中 的 三 个 判断 ,每 一 个 判断 中 都 含有 且 只 含有 两 
个 概念 一 一 习惯 上 称 为 名 词 , 每 个 名 词 在 三 个 判断 中 各 重复 两 
次 ,所 以 实际 上 在 三 个 判断 中 有 且 仅 有 三 个 不 同 的 名 词 ,这 一 点 
是 三 段 论 的 特色 . 

在 大 小 前 提 中 各 出 现 一 次 ,而 在 结论 中 不 出 现 的 名 词 叫 中 词 
(M) ;在 大 前 提 中 除了 中 词 以 外 的 另 一 个 名 词 ,也 就 是 结论 的 宾 
词 叫 大 词 (P) ;小 前 提 中 的 另 一 个 名 词 ,也 就 是 结论 的 主 词 叫 小 词 
(5) ,中 词 的 功能 是 ,联结 两 个 前 提 , 揭 示 大 词 与 小 词 的 关系 ,提供 
推出 结论 的 条 件 . 

演绎 推理 的 前 提 与 结论 之 间 有 蕴涵 关系 ,因而 ,只 要 前 提 是 
真实 的 ,推理 的 形式 是 正确 的 ,那么 结论 必定 是 真实 的 ,演绎 推理 
是 一 种 必然 性 推理 . 错误 的 前 提 可 能 导致 错误 的 结论 . 例如 : 

指数 函数 y = a 是 递增 函数 ， 


y = ( 却 ) 是 指 函数 ， 


所 以 ,y = { 款 】 是 递增 函数 


导致 结论 错误 的 原因 是 ,大 前 提 一 般 情况 下 并 不 是 真实 的 ， 
指数 函数 当 且 仅 当 底数 o > 1 时 才 是 递增 函数 ,又 如 
三 角 函 数 是 周期 函数 ， 


f(x) 不 是 三 角 耻 数 ， 
所 以 ,ALx) 不 是 周期 函数 . 
这 个 结论 当然 是 不 可 靠 的 ,从 逻辑 上 来 分 析 是 推理 形式 不 正确 ， 
原因 是 从 “M 是 P”,“S 不 是 M” ,并 不 能 推出 “S 不 是 P”. 

演绎 推理 从 本 质 上 讲 ,不 能 为 我 们 提供 新 的 知识 ,因为 ,既然 
可 以 从 前 提 推 出 结论 ,那么 ,由 结论 所 表达 的 思想 就 必然 蕴涵 于 
前 提 之 中 了 . 尽管 如 此 ,演绎 推理 的 作用 是 不 可 忽视 的 . 那么 , 它 
的 作用 表现 在 : 

(1) 把 特殊 情况 明晰 化 ” 当 问 题 在 一 般 情形 下 获得 了 解答 ， 
按理 来 说 就 已 经 包括 了 特殊 问题 的 解答 ,然而 有 时 一 个 问题 摆 在 
面前 ,我 们 并 不 一 定 会 发 现 它 是 什么 定理 或 公式 的 特殊 情形 , 致 
使 头绪 茫然 无 从 想起 ,因而 ,我 们 需要 从 一 般 情形 下 演绎 出 一 些 
特殊 情况 ,把 那些 原来 不 明晰 的 关系 显现 出 来 ,使 我 们 的 认识 具 
体 化 、 丰 富 化 . 

例如 ,二 项 展开 式 : 

(a+b)"= Ca +Ca" b+Ca hb +e +C"b" 
显示 了 一 般 的 规律 ,但 是 , 它 的 特殊 情形 : 

CY +O +C te +C"= 2" 

CC +C -CH +(-1)"C"=0 

C(x)" +Cx(l x) +Cx (1 -x)" ?+e +Cx" =1. 

如 果 不 把 它们 与 二 项 式 定理 联系 起 来 ,一 下 子 却 是 难以 认识 
到 的 . 

(2) 把 蕴涵 的 性 质 揭露 出 来 ”在 一 般 性 前 提 中 所 蕴涵 的 性 
质 ,并 非 都 是 容易 认识 到 的 ,通过 演绎 推理 ( 当然 不 只 是 前 面 所 述 
的 最 简单 形式 的 演绎 推理 ) 把 它们 揭露 出 来 ,在 一 定 程度 上 也 可 
以 算 作 新 知识 . 

例如 ,在 三 角形 的 条 件 下 ,有 许多 恒等式 及 不 等 式 ,如 


tang +tanB +tany = tanatang tany, 
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cotacot8B + cotB coty + cotycota = 工 ， 
3 3 » 
cosa + cosB + cosy 生 本 ,等 等 ,只 要 有 前 提 a+B+7Y7 =T， 


借助 于 有 关 知 识 ,经 过 一 系列 的 推理 ,都 可 以 推出 . 或 说 前 提 ”a + 
B+y = 7” 蕴涵 有 这 些 恒等式 及 不 等 式 .但 这 些 等 式 和 不 等 式 ， 
在 如 此 简单 的 前 提 下 ,大 多 是 不 可 能 一 眼看 出 来 的 . 因此 ,它们 也 
可 以 称 为 新 知识 . 

(3) 有 助 于 科学 的 理论 化 和 体系 化 ”一 门 科 学 发 展 到 一 定 程 
度 后 ,必然 要 回 过 头 来 对 所 积累 的 材料 加 以 整理 ,选择 那些 意义 
自明 的 概念 作为 原始 概念 ,选择 那些 最 简明 的 、 真 实 的 为 人 们 所 
公认 的 那些 命题 作为 公理 . 然后 以 这 些 原 始 概 念 和 公理 ,作为 推 
理 的 出 发 点 ,推演 出 其 他 的 事实 ,把 这 门 科学 组 成 一 个 由 低级 到 
高 级 ,彼此 相 联 系 的 系统 . 这 个 系统 就 全 局 来 看 是 用 演绎 法 建立 
起 来 的 一 个 演绎 系统 . 最 典型 的 例子 就 是 欧 氏 几何 , 它 是 建立 在 
五 组 公理 之 上 的 演绎 系统 . 

如 果 把 公理 系统 中 的 概念 ,关系 ,只 作 纯 形式 的 理解 , 即 与 它 
的 原型 脱离 ,只 从 彼此 的 联系 中 去 考虑 ,那么 ,这 样 的 系统 就 会 具 
有 更 一 般 的 意义 . 


二 \ 演 绎 推理 的 局 限 性 


演绎 推理 是 由 一 般 到 特殊 的 推理 ,所 得 的 结果 只 是 把 一 般 原 
理 中 所 蕴涵 的 内 容 更 明显 地 揭示 出 来 ,无 论 这 样 的 结果 使 人 们 在 
一 连 串 的 推理 之 前 怎样 难以 预料 的 , 它 毕竟 是 蕴涵 于 已 知 的 一 般 
性 原理 之 中 的 . 

数学 是 演绎 性 的 科学 ,但 这 是 就 完成 了 的 形式 而 言 的 ,演绎 
推理 起 的 是 整理 事实 的 作用 , 它 与 数学 的 发 展 关 系 不 大 , 彭 加 勒 
说 ;逻辑 学 与 发 现 、 发 明 没 有 关系 . ”( 转 引 自 贝 弗 里 奇 :《 科 学 研 
究 的 艺术 》, 科 学 出 版 社 ) ,这 句 话 虽然 说 得 有 些 过 分 ,但 却 明确 地 
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指出 了 演绎 推理 作用 的 局 限 性 . 
演绎 推理 对 数学 的 发 现 尚 且 如 此 ,那么 ,对 于 和 实验 紧密 联 
系 的 自然 科学 一 一 化 学 .生物 、 医 学 的 作用 就 更 要 小 了 . 


三 \ 演 绎 与 归纳 、 类 比 的 比较 


归纳 、 类 比 都 是 具有 创造 性 的 或 然 推理 ,不 论 是 由 大 量 的 特 
例 , 经 过 分 析 、 概 括 , 发 现 一 般 规律 的 归纳 法 ,还 是 由 两 系统 的 已 
知 属性 ,通过 比较 、 联 想 而 发 现 未 知 属性 的 灵活 的 类 比 法 ,它们 的 
共同 特点 是 ,结论 往往 超出 前 提 控 制 的 范围 ,所 以 人 们 称 它们 是 
“开拓 型 "的 思维 方法 . 也 正 因为 结论 超出 了 前 提 的 管辖 范围 ,前 
提 就 无 力 保证 结论 必 真 ,所 以 归纳 类 比 只 能 是 或 然 性 的 推理 . 演 
绎 法 所 得 的 结论 完全 蕴涵 于 前 提 之 中 ,所 以 ,人 们 称 它 为 封闭 
型 "或 “收敛 型 "的 推理 方法 ,只 要 前 提 真 实 , 逻辑 形式 正确 ,结论 
必然 是 真实 的 .但 一 般 情况 下 ,由 此 不 能 取得 突破 性 的 进展 . 演绎 
推理 形式 化 的 程度 远 比 归纳 类比 高 , 即 用 演绎 法 时 ,一 个 命题 由 
其 他 命题 推出 ,其 根据 是 命题 的 形式 结构 之 间 的 联系 ,而 与 这 些 
命题 的 具体 内 容 无 关 , 这 一 点 由 三 段 论 法 的 形式 表示 就 可 以 清楚 
地 看 到 . 


$2 ”证 明 与 证 明 方 法 


1. 证 明 与 证 明 的 规则 

在 一 门 科学 理论 中 ,不 仅 需 要 作出 各 种 判断 , 而且 还 需要 根 
据 一 定 的 事实 和 理由 来 说 明 这 些 判 断 的 真实 性 . 这 样 由 一 个 判断 
和 几 个 判断 的 真实 性 ,进而 断定 另 一 个 判断 的 真实 性 的 思维 方法 
叫 证 明 . 数学 证 明 是 根据 已 经 确定 真实 性 的 公理 定义、 定理 和 法 
则 等 数学 命题 ,确定 某 一 数学 命题 的 真实 性 的 推理 过 程 ,关于 证 
明 的 结构 包括 三 个 组 成 部 分 :论题 ,论据 \ 论 证 . 
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所 谓 论题 :就 是 需要 确定 其 真实 性 的 命题 ,命题 的 形式 通常 
为 “车 A 则 B" 或 “已 知 A, 求 证 B". 所 谓 论据 :就 是 用 以 确定 论题 
的 真实 性 的 依据 的 另 一 些 命题 . 论据 包括 :已 知 的 题 设 \ 已 知 的 定 
义 已 知 的 公理 已 知 的 定理 等 命题 . 所 谓 论证 就 是 运用 论据 确定 
论题 真实 性 的 推理 过 程 . 推理 和 证 明 是 有 区 别 的 ,但 证 明和 推理 
是 有 联系 的 ,证 明 是 为 需要 证 明 的 论题 导出 论据 ,运用 推理 的 方 
法 推出 论题 中 的 结论 ,推理 是 先 有 前 提 , 从 前 题 出 发 推出 新 结论 . 

在 数学 中 的 证 明 一 般 用 演绎 推理 ,并 且 往 往 是 一 系列 推理 . 
尤其 是 几何 命题 的 证 明 更 是 如 此 . 它 的 每 一 步 都 是 一 个 三 段 论 
式 ,或 简化 的 三 段 论 式 , 它 的 证 明 是 由 一 连 串 的 三 段 论 复合 而 成 . 
因为 是 证 明 ,其 前 提 的 正确 性 和 推理 方法 的 正确 性 都 是 十 分 必要 
的 . 为 此 ,一 个 正确 的 命题 必须 遵循 以 下 规则 : 

(1) 论 题 的 规则 

1 ) 论 题 必须 明确 . 论题 明确 是 证 明 的 先决 条 件 , 论 题 不 能 是 
含混 不 清 或 模棱两可 的 命题 . 例如 ,“ 在 四 边 形 中 ,连接 四 边 中 点 
所 得 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 ”, 由 于 没有 指出 如 何 连接 这 些 中 点 ， 
因此 这 是 一 个 不 明确 的 命题 . 

2) 不 能 转移 或 偷 换 论题 ,例如 ,我 们 要 证 明 “ 四 边 形 的 内 角 和 
等 于 360"”, 在 证 明 过 程 中 ,用 一 个 矩形 代替 一 般 的 四 边 形 ,这 就 
把 论题 改换 为 “和 矩形 的 内 角 和 等 于 360"”, 犯 了 偷 换 论题 的 错误 . 

(2) 论 据 的 规则 

1) 论 据 应 当 是 确 知 为 真 的 命题 ,在 数学 中 ,定义 .公理 已 经 证 
明 的 定理 、 法 则 等 都 可 以 作为 论据 ,如果 论据 不 真实 , 那 就 不 能 确 
定论 题 的 真实 性 . 

2) 论 据 的 真实 性 不 能 依赖 于 论题 的 真实 性 ,证 明 论题 时 , 论 
据 的 真实 性 依赖 于 论题 的 真实 性 叫做 “循环 证 明 ”, 这 是 不 许可 
的 ,例如 ,sin"a + cos'a = 1 这 个 论题 ,通常 是 用 勾 股 定理 作为 论 
据 来 证 明 的 ;如 果 在 证 明 勾 股 定理 时 ,又 用 sin*a +cos*a = 1 作为 
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论据 , 那 就 犯 了 循环 证 明 的 错误 . 

(3) 关 于 论证 的 规则 

论证 是 运用 论据 ,一 步 一 步 地 推出 论题 的 结论 的 思维 过 程 ; 
前 一 步 必 须 是 后 一 步 的 充分 条 件 ,否则 就 是 论据 不 足 . 


二 ,直接 证 法 与 间接 证 法 


我 们 要 证 明 某 个 命题 成 立 , 或 者 直接 证 明 原 命题 的 成 立 , 或 
间接 证 明 它 的 等 价 命题 成 立 . 这 样 ,证 明 的 方法 就 有 直接 证 法 与 
间接 证 法 . 

1. 直接 证 法 

证 明 命 题 时 ,从 原 命题 所 给 的 条 件 出 发 ,根据 已 有 的 公理 、 定 
义 . 定理, 法 则 ,通过 一 系列 推理 ,一 直 推 到 所 要 证 明 的 结论 为 止 ， 
这 种 证 法 叫做 直接 证 法 . 几何 中 多 数 定 理 都 是 采用 这 种 方法 证 
明 的 . 

例 (3 -4 -4》 证 明 三 角形 的 内 角 和 等 于 180°. 

已 知 :A4BC 如 图 3 -4 -2. 

求证 : Ll1+ L2+L3 = 180°. 


证 明 : 延 长 4C. 

(1) 从 点 C 作 CD//4B( 过 直线 外 Dp 
一 点 可 以 作 该 直线 的 平行 线 ). 大 

(2) 人 1 = 人 5( 两 直线 平行 , 同 4 CE 
位 角 相等 ). 

(3) L2 = 上 4( 两 直线 平行 ,内 图 3-4-2 
错 角 相 等 ) . 


(4) L3+L4+L5 = 180°( 平 角 定 义 ). 
(5) L3+L2+ L1 = 180°( 等 量 代 换 ). 
(6)L4+LB+ LC = 180°( 等 量 代 换 ). 
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2. 间接 证 法 

有 些 命题 往往 不 易 用 直接 证 法 去 证 明 , 这 时 ,可 通过 证 明 它 
的 等 价 命题 的 成 立 , 从 而 原 命题 必定 成 立 , 这 种 证 法 叫做 间接 
证 法 . 

在 几何 里 常用 的 间接 证 法 是 反 证 法 ,在 证 明 某 个 命题 时 , 先 
假定 它 的 结论 的 否定 成 立 , 从 这 个 假定 出 发 ,根据 命题 的 题 设 和 
已 知 的 公理 定义 定理 法 则 ,经 过 推理 ,得 出 与 已 知事 实 ( 题 设 、 
公理 定义 定理) 相 矛 盾 的 结果 . 这 样 ,就 证 明了 结论 的 否定 不 成 
立 , 因 “4 一 B" 与 “B 一 4" 是 逆 否 关系 ,是 等 价 命题 . 从 而 间接 地 肯 
定 了 原 命题 的 结论 成 立 ,这 种 证 明 方法 ,叫做 反 证 法 . 

因此 用 反 证 法 证 明 命 题 的 一 般 步 又 如 下 : 

1 ) 假 设 命 题 的 结论 不 成 立 , 即 假设 的 反面 成 立 ; 

2) 从 这 个 假设 出 发 ,经 过 推理 论证 ,得 出 矛盾 ; 

3) 由 矛盾 判断 假设 不 正确 ,从 而 肯定 命题 的 结论 的 正确 性 . 

例 (3-4-5) 证 明 圆 内 不 是 直径 的 两 条 相交 弦 不 能 互相 
平分 . 、 
已 知 : O0 内 不 是 直径 的 两 弦 4B 和 CD 相交 于 点 P 
(图 3 -4 -3). 

求证 :4B 和 CD 不 能 互相 平分 . 

证 明 : 假 定 4B 和 CD 互相 平分 , 那 
么 点 已 是 48 的 中 点 ,又 是 CD 的 中 点 ， 

又 因为 4B、CD 不 是 直径 ,P 与 O 不 重 


合 , 连 OP, 于 是 D 
OP 1AB,OP1CD < 
这 样 ,过 点 已 有 两 条 直线 4B、CD NS 

同 垂直 于 0P, 这 与 定理 “经 过 一 点 有 且 


只 有 一 条 直线 垂直 于 已 知 直 线 " 相 巴 图 3_4_3 
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盾 ,因而 ,假定 4B 和 CD 互相 平分 是 不 成 立 的 . 

所 以 ,48 和 CD 不 能 互相 平分 . 

本 题 的 特点 是 , 原 命题 的 结论 的 否定 只 有 一 种 情况 ,只 要 把 
这 种 情况 推翻 ,就 可 肯定 原 命题 结论 的 成 立 , 这 种 较 单纯 的 反 证 
法 ,叫做 归 雇 法 ,如 果 命 题 的 结论 的 否定 不 止 一 种 情况 ,那么 就 必 
须 把 它 的 所 有 可 能 情况 一 一 列举 ,逐个 否定 ,才能 肯定 原 命题 结 
论 的 成 立 ,这 种 反 证 法 叫做 穷 举 法 . 

例如 ,在 已 经 证 明了 等 腰 三 角形 底 角 相等 及 一 个 三 角形 中 大 
边 所 对 的 角 较 大 以 后 ,可 以 证 明 下 面 的 例 3 -4 -6. 

例 (3 -4-6) 已 知 :A48BC 中 ,人 C > 人 了 ， 

求证 :4B >AC. 

证 明 : 假 设 4B 不 大 于 AC( 记 作 A4B*4C), 那 么 4B 与 4C 的 
关系 有 两 种 情形 :4B = 4AC 或 4B<AC. 

如 果 AB = AC, 那 么 LC = LB( 等 腰 三 角形 两 底 角 相等 )， 
这 和 已 知 条 件 LC > LB 艺 盾 ,所 以 A4BAC. 

如 果 4B <4C ,那么 CC < LB( 一 个 三 角形 中 大 边 所 对 的 角 
较 大 ) ,这 和 LC> LB 矛盾 ,所 以 4B 坟 4C. 

既然 4B 关 AC、4B 姑 4AC, 所 以 ,4B > 4C. 


二 ,分 析 法 


分 析 法 是 抽象 思维 的 基本 方法 之 一 . 是 人 们 用 来 揭示 事物 本 
质 、 了 解 各 事物 之 间 及 事物 各 部 分 之 间 内 在 联系 的 重要 的 思维 
方法 . 

分 析 法 从 方法 论 的 角度 讲 , 就 是 把 研究 对 象 分 解 为 它 的 各 个 
组 成 部 分 、 方 面 \ 因 素 、 层 次 ,然后 分 别 加 以 研究 ,从 而 认识 事物 的 
基础 或 本 质 的 一 种 思维 方法 . 这 是 方法 论 中 的 分 析 法 ,也 是 数学 
思想 方法 中 的 分 析 法 . 

从 这 个 基本 观念 出 发 ,我们 把 所 研究 的 对 象 及 其 分 解 成 的 各 
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个 部 分 看 成 是 一 个 集合 . 那么 ,对 这 个 集合 中 各 元 素 研 究 顺 序 的 
不 同 ,形成 不 同类 型 的 分 析 法 . 

1. 元 过 程 分 析 法 

即 从 对 事物 部 分 的 研究 ,直接 去 揭示 整体 规律 的 思维 方法 . 
例如 从 某 种 物理 过 程 或 几何 形体 中 抽取 任何 一 小 部 分 进行 研究 ， 
通过 分 析 小 单元 的 局 部 中 的 关系 和 变化 规律 ,建立 整个 物理 过 程 
或 几何 形体 的 数量 关系 ,然后 综合 之 ,计算 出 整体 的 量 . 

我 们 以 微 积 分 中 的 微 元 法 为 例 列表 说 明 . 见 表 3 -4 - 2. 


表 3-4-2 微 元 法 分 析 过 程 


曲 边 梯形 面积 
ds = f(x)dx 


fix)jdx 6 


Tf (x)dx 
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这 种 分 析 法 的 关键 在 于 如 何 从 整体 中 抽出 具有 一 般 规 律 的 
任何 一 个 小 部 分 . 从 上 述 例子 中 我 们 看 出 ,对 小 部 分 研究 透彻 了 ， 
便 可 直接 获得 整体 的 结果 . 

2. 追溯 型 分 析 法 

这 种 分 析 法 ,其 思路 是 把 所 研究 的 对 象 看 成 是 一 个 整体 ,并 
假设 该 事物 是 存在 的 (或 成 立 的 ) ,进一步 分 析 其 组 成 的 各 个 部 分 
成 立 的 充分 条 件 . 当 这 些 条 件 找到 了 (或 成 立时 ) ,显然 这 些 条 件 
就 是 原 事物 (或 原 命题 ) 成 立 的 充分 条 件 . 这 就 是 通常 所 说 的 “ 执 
果 索 因 " 的 推理 方法 . 

例 (3 -4-7) 车 x\y\z 为 互 不 相等 的 正 数 ,求证 : 

HY Its 42 二 2 >6 

2 % y 


分 析 ; 把 要 求证 的 不 等 式 看 成 是 一 个 整体 事物 ,并 假设 其 成 
立 . 然后 变形 (把 它 分 解 成 一 些 适当 的 部 分 ,而 且 经 常 要 做 出 多 次 
变形 ,以 便 得 出 能 解决 问题 的 一 种 分 解 形式 ) , 即 需 证 明 : 


之 + 之 + 工 + 二 + 之 + 之 >6， 
和 

进一步 组 合 人 +( 芝 ?了 | | >6， 

那么 , 原 不 等 式 作为 一 个 整体 ,就 可 分 解 成 以 下 三 个 部 分 , 即 


这 三 个 部 分 按 题 设 条 件 是 成 立 的 ,所 以 原 不 等 式 成 立 . 
3. 构造 型 分 析 法 
这 种 分 析 法 ,其 思路 是 把 所 研究 对 象 中 的 成 立 的 部 分 和 不 明 
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确 的 部 分 都 看 成 是 成 立 的 ,这 样 ,整个 事物 也 就 随 之 被 看 作 是 成 
立 ( 这 就 是 构造 ) ,然后 进行 探讨 推理 , 找 出 不 明确 部 分 成 立 的 必 
要 条 件 , 即 是 整体 事物 成 立 的 必要 条 件 ,也 就 是 通常 所 说 的 原 命 
题 成 立 的 必要 条 件 . 

例 (3 -4-8) 已 知 4、8 为 锐角 三 角形 之 二 内 角 , 求 
证 :tan4 : tanB >1. 

证 明 : 锐 角 入 4BC 见 图 3 -4 -4 就 
是 我 们 所 研究 事物 的 整体 ,其 边 、 角 和 
由 它 所 涉及 的 有 关 线 段 、 比 值 都 是 以 4、 
B.C 为 锐角 为 前 提 的 . 

考虑 到 tan4， tanB, 可 作 CD 1 48B， 
则 应 有 


tan4 * tanB = 


CD 

AD* BD” 

即 CD? >AB: BD. 

我 们 希望 能 在 CD 所 在 直线 上 找 一 点 E, 使 得 ED” = 
AD: BD, 且 有 CD >ED. 

假设 这 个 不 明确 的 部 分 是 成 立 的 , 则 五 点 应 在 线段 CD 内 . 通 
过 已 有 的 知识 和 C 是 锐角 ,我 们 很 快 知道 E 点 即 是 以 4B 为 直径 
的 半圆 与 CD 的 交点 , 且 落 在 CD 内 , 即 原 命题 是 成 立 的 . 

4. 前 进 型 分 析 法 

这 种 分 析 法 ,其 思路 是 从 整体 事物 中 已 经 成 立 的 某 一 部 分 出 
发 ,运用 已 有 的 知识 逐步 寻找 并 扩大 到 其 他 部 分 成 立 的 条 件 ,最 
终 寻 找到 原 事物 成 立 的 必要 条 件 , 也 就 是 原 命题 成 立 的 必要 
条 件 . 

例 (3 -4-9) 设 在 一 个 由 实数 组 成 的 有 限 数列 中 ,任意 ?7 
个 相继 项 的 和 都 是 负数 ,而 任意 11 个 相继 项 的 和 都 是 正 数 , 试 
问 ,这 样 的 数列 最 多 能 包含 多 少 项 ? 


图 


图 3-4-4 
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从 已 明确 的 部 分 出 发 , 即 


CI 十 +a; <0,a, +aa + +a >0 


顺序 往 前 推进 ,可 得 an ta +t" 十 Gil4 >0 
人 + 四 则 有 as + a +……: 2a + +ais >0. 
但 as + ag + +aws <0 … a >0. 


用 同样 的 方法 ,顺序 往 前 推进 ,可 得 oa >0,ca >0. 


因而 cl + aa + aa >0, 但 因为 al + ao +…… + a <0,， 


另 一 方面 ,从 aj +…… + ay >0 及 四 + …… 
可 得 os + …… +an >0, 与 前 矛盾 ,因此 项 数 <16. 
5. 混合 型 分 析 法 


SO 


这 种 分 析 法 ,其 思路 是 从 命题 的 充分 条 件 出 发 ,用 前 进 型 分 
析 法 进行 的 中 途 , 又 从 命题 的 必要 条 件 出 发 ,用 追溯 型 分 析 法 追 
溯 到 中 途 ,直到 两 者 追 到 同一 中 间 结 果 , 接 近 分 析 全 过 程 . 这 种 方 


法 称 混合 型 分 析 法 . 


例 (3-4-10) 已 知 AABC 三 内 角 A4、B、C 成 等 差 数列 , 求 


证 三 边 满足 一 +- 一 = 一 3 


+ 三 人 
a+b b+c a+tb+ec 


思路 分 析 可 用 以 下 线索 : 
Te 1 3 
re otb+e’ 


则 Qtbtce atbte = 3. 


a+b b+c 


则 得 a? +c? -ac = 久 . 
由 4、B8、C 成 等 差 数 列 知 B = 60°, 进 而 得 : 


2 
b= a +c -2accosB = a +c -ac. 
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思路 接近 ,整理 一 下 即 得 完整 的 证 明 . 
当然 ,在 应 用 各 种 不 同类 型 的 分 析 法 解决 具体 数学 问题 时 ， 


还 应 配合 各 种 可 能 的 有 效 的 其 他 思维 方法 ,如 联想 .类比 、 归 纳 、 
演绎 等 ,甚至 猜想 ,那么 其 作用 将 可 充分 发 挥 . 这 是 决定 于 客观 事 


物 本 身 的 复杂 性 . 


6. 分 析 法 思路 图 示 
综 上 所 述 ,分 析 法 这 种 抽象 的 思维 方法 ,其 思路 可 用 图 示 的 


办 法 使 其 进一步 明晰 起 来 . 


(1) 元 过 程 分 析 法 


| 具有 一 般 规 | 直接 获得 
律 的 小 部 分 本 


(2) 追 溯 型 分 析 法 


假设 成 立 | | 各 部 分 成 立 | 。 | 整体 成 立 的 
| 的 上 休 的 条 件 充分 条 件 


(3) 构 造型 分 析 法 


已 成 立 的 | | 假设 成 立 的 | 。 ,| 整体 成 立 的 
部 分 。 | | 不 明确 部 分 条 件 


(4) 前 进 型 分 析 法 


已 成 立 的 | | 其 他 部 分 成 | ,| 整体 成 立 的 
部 分 立 的 条 件 条 件 | 


(5) 混 合 型 分 析 法 


假设 成 一 部 分 其 他 部 | | 
成 立 “| 一 ,| 分 成 立 | 一 2 
的 条 件 的 条 件 
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立 的 /一 


整体 


三 \ 综 合法 


综合 法 也 是 人 们 用 来 认识 事物 本 质 的 抽象 思维 的 又 一 基本 
方法 . 

从 方法 论 的 角度 讲 , 综 合法 是 把 研究 对 象 各 个 部 分 方面. 因 
素 \ 层 次 联系 起 来 加 以 研究 ,从 而 在 整体 上 把 握 事 物 的 本 质 与 规 
律 的 一 种 思维 方法 . 具体 讲 , 就 是 从 事物 各 部 分 方面. 因素、 层次 
的 特点 、 属 性 出 发 ,导出 它们 之 间 的 内 在 联系 ,然后 加 以 概括 与 上 
升 ( 即 综合 ) 去 认识 整体 事物 的 本 质 规律 . 

数学 中 所 说 的 综合 法 ,也 就 是 通常 所 说 的 由 因 索 果 的 逻辑 推 
理 方法 ,应 该 理解 为 由 已 知 条 件 和 已 证 的 真实 判断 出 发 (从 事物 
各 部 分 的 特点 、 属 性 出 发 ) ,经 过 一 系列 的 中 间 推 理 ,着 力 于 寻找 
它们 之 间 的 内 在 联系 ,最 后 概括 到 要 求证 明 的 结论 ( 获得 整体 的 
结果 ). 

例 (3-4-11) 车 a+B+y = T, 且 a\ By 均 为 正 角 ,求证 
sin 人 * sin 全 "Sin ¥< 

证 明 : 我 们 所 研究 的 对 象 , 即 整体 事物 应 该 是 


sin 他 ， sin * sin 六 < 计 ， 
与 这 个 不 等 式 有 关 的 各 种 因素 均 可 看 成 是 其 组 成 部 分 (包含 题 设 
条 件 ). 


先 看 题 设 ，… a+B+Yy 到 -区 2 二 EC SE 


iD 


又 由 该 题 的 一 部 分 ,sin 全 ，sin 全 .sin 半 < 二 ,可 令 
y = sin 全 。 sin 用 * sin 半 < 广 


结合 题 设 部 分 ,可 作 如 下 推演 : 
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3 


oo 


_ _1/ .a+B 2-B .sin 工 
y 三 bs 2 cos 2 ) Wn 中 
pe A 
i 三 COS 2 
_1 arB 1 a-B. sa+B 
7 = -F008 7 +7ecos 7 cos 7 
设 cos 48 = x, 得 y= -+ os @ 


以 上 推演 即 找 出 了 两 部 分 的 联系 ,然后 做 概括 与 上 升 的 工作 . 


在 @ 式 中 ,。 二 次 项 系数 - 方 <0， 
J 有 极 大 值 , 即 yw = 计 + cos’ < ®@ 
图 代入 中 得 sin 本 :sin 全 ，sin YHeo 了 < 六 
以 上 所 述 就 是 综合 法 . 当然 ,与 分 析 法 一 样 , 在 解决 具体 数学 
问题 时 ,也 应 配合 其 他 各 种 思维 方法 ,许多 情况 下 ,分 析 与 综合 是 
同时 使 用 的 ,这 样 才 可 能 更 好 发 挥 其 作用 . 
综合 法 思路 如 图 3 -4 -5. 


部 分 的 属性 部 分 的 属性 部 分 的 属性 
找 出 内 在 联系 …… 找 出 内 在 联系 


概括 (综合 成 统一 体 | 


图 3-4-5 
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四 、 分 析 与 综合 之 间 的 关系 


数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 指 出 : 在 数学 研究 中 ,人 们 遵循 着 两 种 
方法 ,分 析 与 综合 . 方程 体现 了 分 析 的 特殊 性 能 , 它 可 以 作为 判断 
的 基础 ,并 导致 全 部 结论 . 综合 ,或 者 构造 法 , 它 的 使 用 需要 一 些 
初始 概念 及 与 其 直接 有 关 的 知识 . 分 析 的 主要 优点 是 ,由 方程 出 
发 总 能 直接 达到 预想 的 目的 . 综合 不 受 任何 一 般 步 又 的 约束 . 一 
门 理论 在 还 没有 建立 方程 ,没有 变 成 关于 数量 的 科学 之 前 ,通常 
有 必要 先 以 综合 法 研究 问题 . "(《 科 学 家 论 方法 》 第 二 辑 , 内 蒙古 
人 民 出 版 社 ,1985 年 版 ,第 113 页 ) 

由 于 分 析 法 是 由 结论 出 发 寻找 它 的 充分 条 件 . 这 就 顾及 题 
设 , 如 例 综合 法 则 是 由 题 设 出 发 ,每 一 步 都 是 寻找 它 的 必要 条 件 . 
这 就 顾及 结论 ,对 于 复杂 的 问题 ,综合 法 和 分 析 法 往往 结合 起 来 
使 用 . 

数学 中 分 析 与 综合 之 间 互 相依 存 、 又 相互 否定 ,分 析 是 基础 ， 
综合 是 分 析 必 然 的 发 展 . 一 个 复杂 的 数学 问题 ,总 是 先 分析 ,在 分 
析 的 基础 上 综合 ,在 综合 指导 下 再 分 析 , 此 时 分 析 中 有 综合 ,综合 
中 有 分 析 , 分 析 不 断 转 化 为 综合 ,综合 继续 发 展 ,又 转化 为 更 高 一 
级 的 分 析 , 它 们 相互 交替 ,相互 补助 ,成 为 解决 数学 问题 最 有 力 的 
思维 方法 之 一 . 

五 数学 归纳 法 

在 前 面 “ 归 纳 推 理 ” 中 提 到 “不 完全 归纳 法 ”和 “ 完 会 归纳 
法 ”.“ 不 完全 归纳 法 "简单 ,但 真实 性 不 具有 必然 性 ;“ 完 全 归纳 
法 ”可 得 证 真实 性 ,但 对 于 无 限 项 的 “完全 列举 ”是 不 可 能 的 . 这 时 
要 用 其 他 数学 方法 ,如 对 于 与 自然 数 集 有 关 的 数学 问题 ,可 以 借 
用 “数学 归纳 法 ”. 


356 


数学 归纳 法 是 用 来 证 明 某 些 与 自然 数 有 关 的 数学 命题 的 一 
种 证 明 方法 . 它 是 以 皮 亚 诺 自然 数 公理 中 的 归纳 公理 为 大 前 提 ， 
以 证 明 过 程 中 的 第 1°、2° 步 为 小 前 提 的 三 段 论 形式 的 演绎 法 . 归 
纳 公理 是 :任意 自然 数 集合 ,如 果 包 含 1, 并 且 假 设 包含 a, 也 一 定 
包含 a 的 后 继 a'( = a+1) ,那么 这 个 集合 包含 所 有 自然 数 . 

数学 归纳 法 是 数学 中 重要 的 证 明 方 法 , 它 的 特点 在 于 它 能 将 
无 限 个 对 象 的 问题 用 有 限 的 方法 来 解决 ,从 而 解决 了 完全 归纳 法 
所 不 能 解决 的 问题 . 我 们 重点 研究 数学 归纳 法 的 几 种 主要 形式 . 

1. 第 一 数学 归纳 法 (又 称 数学 归纳 法 ) 

定理 1 设 P(n) 是 一 个 关于 自然 数 n 的 命题 ,如 果 

1° 当 n = 1 时,P(n) 成 立 ; 

2° 假 设 n = k(keN) 时 P(E) 成 立 ,在 此 前 提 下 推出 n = 大 + 
1 时 P(k+1) 也 成 立 . 

那么 P(n) 对 任意 自然 数 n 都 成 立 . 

证 明 : 设 M 是 使 命题 P(n) 成 立 的 所 有 自然 数 集合 . 由 1° 可 
知 1e MM; 由 2° 知 ,在 MM 包含 的 假定 下 ,M 一 定 也 包含 其 后 继 
k+1, 根 据 归纳 法 原理 , 知 M 包含 所 有 自然 数 , 即 对 一 切 自然 数 
n,P(n) 都 成 立 . 

定理 1 给 出 的 证 明 命 题 的 方法 就 叫做 第 一 数学 归纳 法 ,简称 
数学 归纳 法 , 它 是 数学 归纳 法 的 标准 形式 . 它 有 如 下 两 个 基本 

推论 ! 设 P(n) 是 关于 自然 数 n(n 三 no,noeNN) 的 命题 . 如 
果 P(n) 在 n = mo 时 成 立 ; 

P( 上 )(k 宇 no) 成 立 的 前 提 下 ,可 以 推出 P(k+/) 成 立 . 

那么 P(n) 对 于 不 小 于 mn 的 自然 数 n 都 成 立 . 

推论 2 设 P(n) 是 关于 自然 数 n 的 命题 ,如 果 

P(n) 在 n = 1,2,……,! 时 成立; 

在 P(E) (keN) 成 立 的 假定 下 ,可 以 推出 P(k+!) 成 立 ,那么 
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P(n) 对 一 切 自然 数 4 都 成 立 . 

2. 第 二 数学 归纳 法 

第 二 数学 归纳 法 的 理论 依据 是 自然 数 的 良 序 性 , 即 最 小 数 原 
理 , 它 与 归纳 公理 是 等 价 的 命题 . 

最 小 数 原理 :自然 数 的 任 一 非 空 集合 W 中 必 有 最 小 数 . 

证 明 : 任 取 meM. 记 M' = 11,2,…,m|, 若 M'NMM = |m|， 
则 m 就 是 用 中 的 最 小 数 ;车 MW'mM 是 有 限 集 合 , 因 此 MNMMH 中 
必 有 一 个 最 小 数 , 此 最 小 数 显然 也 是 M 中 的 最 小 数 . 

定理 2 设 P(=) 是 关于 自然 数 的 命题 ,如 果 

1°P(n) 在 n = 1 时 成 立 ; 

2° 在 P(n) (ngk,keN) 成 立 的 假设 下 ,可 以 推出 P(k+1) 成 
: 

那么 P(n) 对 于 所 有 自然 数 n 都 成 立 . 

证 明 : 设 P(n) 不 是 对 所 有 自然 数 都 成 立 , 那 么 使 P(n) 不 成 
立 的 自然 数 集 履 关 . 由 最 小 数 原理 知 ,MM 中 必 有 最 小 数 k,P( 上 ) 
不 成 立 . 由 条 件 1* 知 丰 关 1. 令 让 = +1(k' 宇 1), 因 kk <k, 所 以 ， 
对 于 1<ngk' 的 所 有 n,P(n) 成 立 . 又 由 条 件 2", 有 P(k') 也 成 
立 . 矛盾 . 

故 P(n) 必 对 一 切 自然 数 成 立 . 

定理 2 给 出 的 证 明 方法 叫做 第 二 数学 归纳 法 . 在 具体 应 用 
时 , 若 第 2" 步 是 由 相 邻 "个 结果 的 正确 性 来 推 得 P(k +1) 成 立 ， 
则 一 般 地 在 第 1° 步 要 验证 n = 1,2,…,r 时 成 立 . 

3. 跳板 数学 归纳 法 

定理 3 设 P(n) 是 关于 自然 数 n 的 命题 ,如 果 

1° 当 nn = 1,n = 2 时 P(n) 成 立 ; 

2° 设 当 n = k(keN) 时 P(n) 成 立 , 在 此 前 提 下 推出 n = + 
2 时 P(n) 成 立 . 

那么 P(n) 对 所 有 自然 数 都 成 立 . 
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证 明 与 定理 2 相仿 . 

定理 3 给 出 的 证 明 方 法 叫做 跳板 归纳 法 . 它 可 以 推广 到 由 
n = 上 跳 到 n = k+1 的 归纳 法 ,只 是 在 第 1° 步 要 对 n = 1、n = 
2,…,n 进行 验证 . 

4. 反 向 数学 归纳 法 

定理 4 设 P(n) 是 关于 自然 数 的 命题 ,如 果 

1°P(n) 对 于 无 穷 多 个 自然 数 n 成 立 ; 

2° 在 P(k+1) 成 立 的 假定 下 ,可 以 推出 P(%k) 成 立 . 

那么 P(n) 对 任意 自然 数 n 都 成 立 . 

证 明 : 设 m 为 任意 自然 数 . 

由 条 件 1" 知 有 无 穷 多 个 自然 数 使 P(n) 成 立 , 故 其 中 必 能 找 
到 一 自然 数 1,l 宇 m +1 使 P(7) 成 立 , 

记 Q(n) = P(l-n+1), 则 Q(1) = P(1-1+1) = P(L) 成 
立 , 即 0(n) 当 n = 1 时 成 立 . 

又 据 2°, 由 P(k+1) 成 立 可 以 推出 P(k) 成 立 , 所 以 由 
P(1 -kk+1) 成 立 可 以 推出 P(1-k) 成 立 , 注 意 到 

P(l-k+1) = Q(k), 

P(1-k) = P(l-(k+1)+1) = Q(k+1). 

于 是 ,由 Q(k) 成 立 可 以 推出 0(k+1) 成 立 . 

因此 ,由 第 一 数学 归纳 法 ,0(n) 对 一 切 自然 数 n 都 成 立 . 特别 
地 , 取 n = 1-m+1, 有 

Q(1-m+1) = P(m) 成 立 . 由 m 的 任意 性 ,所 以 P(n) 对 一 
切 自 然 数 n 成 立 . 

下 面 各 举 一 例 说 明 各 种 归纳 法 的 应 用 . 

例 (3 -4-12) 设 数列 ! a, 1 满足 


(Da = 二 
(2) Sa = ma(n>1)， 
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>、 1 
证 法 一 : 当 n = 1 时， Sm 


设 n = 大 时 有 ak = 二 , 则 当 n = k+1 时 ， 


1 1 
oa (hk+1)*=1 = K(k+2) 
i ee 
k(k+2) k(k+1) 

1 
= (kK+1)(k+2) 
所 以 ,nm = +1 时 命题 也 成 立 . 
由 数学 归纳 法 原理 , 对 任意 自然 数 n 命题 成 立 ， 


| 1 
即 o, = n(n+1). 


证 法 二 : 当 n = 1 时 ,命题 显然 成 立 . 
设 n<k 时 命题 成 立 , 即 


(Fra) 


7 ECE+L)’ 

1 1 
aa (1 
则 当 n = 丰 +1 时 ， 


tin BRT 
= + + + 
KE+2)L1.2 2.3 k(k+1) 


i 
nl 2 k -ny 
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所 以 ,命题 对 n = k+1 时 成 立 . 
由 第 二 数学 归纳 法 原理 , 命题 对 任意 自然 数 成 立 ， 


1 

即 c, = ntiy 
例 (3 -4 -13) ” 试 证 对 任意 自然 数 n, 方 程 x* +y = z" 都 有 
正 整 数 解 . 

证 明 :1° 当 n = 1 时 ,对 任意 正 整数 xy, 令 z = x +7y, 那 么 
正 整数 x、y、z 即 是 . 故 命题 成 立 . 

当 n = 2 时 ,显然 方程 x* +y = z 有 一 组 正 整数 解 是 x = 3， 
7 = 4,z = 5, 故 命题 成 立 . 

2° 设 n = 上 时 命题 成 立 , 即 x* +y = 基 有 正 整 数 解 (xo,yo， 
z0). 则 当 n = 上 +2 时 ,由 

2 = ) x0 + 7 ) = (x020) + 
(yoz0)? 

知 (xozo ,yozo,zo ) 是 x + = z+” 的 正 整 数 解 . 所 以 ,命题 

成 立 . 
由 跳板 数学 归纳 法 原理 ,命题 对 一 切 自然 数 成 立 . 
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附录 一 ，” 菲 尔 茨 奖 获 得 者 及 其 贡献 


阿尔 福 斯 (L. V. Ahlfors 芬兰 一 美国 ) (1936) 证 明了 邓 若 瓦 
猜想 ,发 展 了 覆盖 面 理论 

道格拉斯 (J. Douglas 美国 )(1936) ”解决 普 拉 托 极 小 曲面 问 
题 等 

施 瓦 兹 (L. schwartz 法 国 )(1950) 创立 了 广义 函数 论 

塞 尔 贝 格 (A. Selberg 挪威 一 美国 ) (1950) ”关于 黎 曼 与 函数 
零点 分 布 问题 的 成 就 和 对 素数 定理 的 初等 证 明 ,并 在 1986 年 获 
沃 尔 福 奖 

小 平 邦彦 (K. Kunihiko 日 本 )(1954) ”推广 了 代数 几何 的 一 
条 中 心 定理 一 一 黎 曼 一 巴赫 定理 ,证 明了 狭义 凯 勒 流 形 , 得 到 小 
平 邦彦 消灭 定理 ,并 在 1985 年 获 沃 尔 福 奖 

塞 尔 (J.P. Serre 法 国 ) (1954) 对 代数 拓扑 的 杰出 贡献 

罗斯 (K.F. Roth 英国 一 美国 ) (1958) 在 “ 数 的 几何 ”上 对 
有 理 数 副 近 数 的 研究 的 卓越 贡献 

托 姆 (R. Thom) (1958) 在 代数 拓扑 中 创立 了 配 边 理论 

赫 尔 曼 德尔 (L. V. Hormander 瑞典 ) (1962) ”得 到 了 变 系 数 
线性 偏 微 分 方程 解 的 存在 性 \ 惟 一 性 、 正 则 性 结果 . 此 后 在 1988 
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年 获 沃 尔 福 奖 

米尔 诺 ( 丁 W. Milnor 美国 ) ( 1962) ”对 微分 拓扑 中 七 维 球面 
上 存在 不 同 微分 结构 的 证 明 ; 否 定 了 庞 加 莱 猜 想 ,发 展 了 复 配 , 自 
旋 配 边 等 理化 ,1989 年 获 沃 尔 福 奖 

阿 蒂 亚 (M.F. Atiyah 英国 ) (1966) 与 辛 格 (I. M. Singer 美 
国 ) 一 起 绘 出 “ 阿 蒂 亚 一 辛 格 指标 定理 ” ;与 盖 尔 效 得 一 起 提出 一 
个 重要 猜想 ,由 并 由 此 推广 了 黎 曼 一 罗 赫 定理 

格 罗 腾 迪克 ( A. Grothendieck 法 国 )(1966) ”创立 了 现代 代 
数 几 何 理论 体系 、 泛 函 分 析 、 同 调 函 数 

斯 梅 尔 (S. Smale 美国 ) (1966) ”解决 了 庞 加 莱 猜 想 

贝克 (A. Baker 英国 ) (1970) 在 丢 番 图 方程 上 的 一 系列 重 
要 贡献 

广 中 平 佑 (日 本 )(1970) ”完满 解决 了 在 特征 零 的 域 上 代数 
能 的 奇 点 消解 问题 

诺 维 科 夫 (S. P. Novikov 前 苏联 )(1970) 证 明了 组 合流 形 的 
有 理 庞 得 里 亚 金利 示 性 类 的 拓 不 扑 变性 

汤普森 (J. G. Thompson 美国 ) (1970) 证 明了 所 有 的 非 交换 
单 群 都 具有 偶数 阶 ,1992 年 又 获 沃 尔 福 奖 

芒 福 德 (D. B. Mumford) ”描述 了 阿 贝 尔 簇 的 模 簇 

邦 别 里 (下. Bombieri 意大利 ) (1974) 改进 了 数论 中 的 大 筛 
法 ,解决 了 哥 德 巴赫 猜想 中 的 (1 +3) 问 题 

费 弗 曼 (C. Fefferman 美国 ) (1978 ) ”对 偏 微分 方程 、 传 立 叶 
分 析 、 特 别 收敛 发 散 性 、 奇 异 积分 和 哈代 空间 做 出 杰出 的 贡献 

德 利 涅 (P. Deligne 比利时 ) (1978) ”解决 了 联系 素数 与 有 限 
域 中 代数 方程 根 的 个 数 的 韦 依 猜想 


364 


奎 伦 (D. Quillen 美国 ) (1978) “完成 高 阶 代数 K 理论 的 成 果 

马 圭 利 斯 (G. A. Margulis 前 苏联 ) (1978) ”完全 解决 了 李 群 
的 离散 子 群 “ 塞 尔 贝 格 ”猜想 

孔 涅 (A. Connes 法 国 ) (1983) 创立 的 因子 理论 方面 的 杰出 
贡献 

巷 斯 顿 (W. Tharston 美国 ) (1983 ) ”在 几何 拓扑 学 ,特别 在 三 
维 闭 流 形 拓扑 分 类 方面 的 贡献 

丘成桐 ( YauSheng ~ Tung 美 籍 华 人 ) (1983) 证 明了 微分 几 
何 的 卡拉 比 猜想 ,证 明了 广义 相对 论 中 的 正 质量 猜想 ,以 及 高 维 
闵 科 夫 斯 基 问 题 

唐 纳 森 (S. Donaldson 英国 )(1986) 在 低 维 拓扑 学 中 作出 的 
贡献 和 证 明 四 维 流 形 存在 怪异 法 结构 

法 尔 廷 斯 (G. Faltings 德国 ) (1986) ”对 代数 几何 学 作出 的 
贡献 和 对 莫 德 尔 猜 想 的 证 明 

弗 里 德 曼 ( M. Freedman 美国 ) (1986) 对 拓扑 学 作出 的 贡 
献 , 和 证 明 四 维 流 形 拓扑 的 庞 加 莱 猜 想 

德里 弗 里 德 ( V. Drinfeld 前 苏联 ) (1990) 在 朗 兰 兹 纲领 和 
量子 群 这 两 个 领域 的 决定 性 突破 和 一 大 批 研究 的 进展 

琼斯 ( V.F. R. Jones 美国 ) (1990) ”将 纽 结 理论 引入 算 子 代 
数 产生 的 多 项 式 不 变量 ,揭示 了 拓扑 几何 与 代数 算 子 理论 的 关系 

森 重文 ( M. Shigefumi 日 本 )(1990) 解决 了 代数 几何 领域 三 
维 代数 簇 的 分 类 问题 

布尔 金 (J. Bourg4in 比利时 ) (1994) ”在 分 析 学 的 各 个 领域 ， 
以 及 近期 的 非 线性 微分 方程 和 数学 物理 等 的 本 质 性 贡献 

利 翁 (P - L.lions 法 国 ) (1994) 发展 了 非 线 性 偏 微分 方程 
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理论 的 黏 性 方法 和 变 分 方法 以 及 在 解 玻 尔 兹 曼 方 程 方面 的 贡献 

约 科 (JC. Yoccoz)(1994) ”对 一 般 的 复 动力 系统 的 性 状 和 分 
类 得 出 深刻 结果 ,对 动力 系统 发 展 作出 贡献 

泽 尔 曼 诺 夫 (了 . Zelmanov 俄国 ) (1994) ”解决 了 群 论 中 的 一 
个 难题 一 一 弱 伯 恩 赛 德 问题 

博 彻 兹 ( R.E. Borcherds 英国 ) (1998) 在 代数 学 和 几何 学 中 
的 贡献 ,特别 证 明了 “ 魔 群 月 光 猜 想 ” 

高 尔 斯 ( W. T. Gowers 英国 ) (1998) 在 泛 也 分 析 和 组 合 学 
领域 的 突出 贡献 

孔 采 维 奇 ( M. Kontsevich 俄国 ) (1998 ) ”对 数学 物理 、 拓 扑 、 
代数 几何 的 突出 贡献 ,特别 是 他 证 明了 几 个 重要 猜想 

麦克 马 伦 ( C.T. Temullen 美国 ) (1998) ”对 双 曲 几何 和 复 动 
力 系统 的 杰出 贡献 

怀 尔 斯 (A. Wiles 英国 )(1998) 证 明了 费 马 猜想 ,他 是 惟一 
获 菲 尔 英 大 奖 超过 40 岁 的 人 ,1995 年 又 获 沃 尔 福 奖 . 在 数论 和 相 
关 领 域 的 杰出 贡献 ,对 某 些 猜想 的 重大 推进 
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附录 二 ” 沃 尔 福 奖 获得 者 及 其 贡献 


盖 尔 范 德 ( 俄罗斯) 1978 年 获 沃 尔 福 奖 ,对 泛 函 分 析 、 群 表 
示 论 的 工作 与 数学 及 其 应 用 的 多 个 领域 作出 贡献 

西 格 尔 (德国 1896. 12. 31 ~ 1981. 4. 5) 1978 年 获 沃 尔 福 
奖 ,在 数论 、 多 复 变 函数 论 、 天 体力 学 方面 作出 贡献 

勒 雷 ( 法 国 1906. 11.7 ~1998. 11. 10) ”1979 年 获 沃 尔 福 奖 ， 
对 发 展 及 应 用 拓扑 方法 ,研究 微分 方 作出 贡献 

韦 依 (法 国 1906. 5.6 ~ 1998. 8.6) 1979 年 获 沃 尔 福 奖 ,对 
数论 .代数 几何 、 微 分 几何 、 复 几何 、 李 群 及 不 连续 子 群 拓扑 学 作 
出 贡献 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 (前 苏联 1903. 4. 25 ~ 1987. 10. 20) 1980 年 
获 沃 尔 福 奖 , 对 概率 论调 和 分 析 ,动力 系 论 作 出 贡献 

享 利 . 嘉 当 ( 法 国 ) 1980 年 获 沃 尔 福 奖 ,对 复 变 函数 、 代 数 
拓扑 、 同 调 代 数 作出 贡献 

阿尔 福 斯 ( 苏 兰 一 美国 19074. 18 ~ 1996. 10. 11) 1981 年 获 
沃 尔 福 奖 ,对 复 分 析 、 几 何 函 数 作 出 贡献 

扎 里 斯 基 ( 俄国 一 美国 1899. 4. 24 ~ 1986. 7.4) 1981 年 获 
沃 尔 福 奖 ,对 代数 几何 作出 贡献 
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惠 特 尼 ( 美国 1907. 3. 23 ~ 1989. 5. 10) ”1982 年 获 沃 尔 福 
奖 , 对 代数 拓扑 、 微 分 拓扑 、 微 分 几何 作出 贡献 

克 莱 因 (前 苏联 1907.4.3 ~ 1989. 10.17) ”1982 年 获 沃 尔 福 
奖 , 对 泛 函 分 析 及 其 应 用 作出 贡献 

陈省身 ( 美 籍 华人 1991. 10. 26 ~ 2004. 12.3) 1984 年 获 沃 
尔 福 奖 ,对 整体 微分 几何 作出 重要 贡献 

埃 尔 德 什 (匈牙利 1913. 3. 26 ~ 1996. 9.20) 1984 年 获 沃 尔 
福 奖 ,对 数论 .组合 论 .概率 论 .集合 论 作出 贡献 

卢 伊 (美国 1904.10.20 ~1988. 8.23) 1985 年 获 沃 尔 福 奖 ， 
对 微分 方程 作出 重要 贡献 

小 平 邦彦 (日 本 1915.3.16 ~ 1997.7.26) 1985 年 获 沃 尔 福 
奖 ,对 复 流 形 、 代 数 几何 拓扑 学 作出 贡献 

艾 伦 伯 格 {美国 1913.9.30 ~ 1998.1.30) ”1986 年 获 沃 尔 福 
奖 , 对 代数 拓扑 、 同 调 代数 范畴 论 自动 机 理论 作出 贡献 

塞 尔 贝 格 (美国 ) 1987 年 获 沃 尔 福 奖 ,对 分 析 学 、 偏 微 方 
程 . 应 用 数 作出 贡献 

伊 腾 清 (日 本 ) ”1987 年 获 沃 尔 福 奖 ,对 概率 论 和 随机 分 析 
作出 贡献 

希 策 布 鲁 赫 ( 德国 1927. 10.17) 1988 年 获 沃 尔 福 奖 ,对 拓 
扑 学 、 代 数 、 微 分 几何 、 代 数 数论 作出 贡献 

赫 尔 曼 德 尔 (瑞典 1931.1.20 ~ ) 1988 年 获 沃 尔 福 奖 ,对 伪 
微分 算 子 和 博 立 叶 积分 算 子 及 偏 微 分 方程 作出 贡献 

考 尔 德 伦 ( 阿根廷 一 美国 1920. 9. 14 ~ 1998. 4. 16) 1989 年 
获 沃 尔 福 奖 ,对 奇异 积分 算 子 及 其 在 偏 微分 方程 上 的 应 用 的 贡献 

米尔 诺 (美国 1931.3.20 ~ ) 1989 年 获 沃 尔 福 奖 , 对 微分 拓 
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扑 、 微 分 几何 代数 数论 作出 贡献 

迪 乔 吉 ( 意 在 利 1928. 2.8 ~ 1996. 10.25) ”1990 年 获 沃 尔 福 
奖 , 对 偏 微分 方程 , 变 分 法 作出 贡献 

汤普森 (美国 1932. 10. 13 ~ ) ”1992 年 获 沃 尔 福 奖 ,对 有 限 
群 论 和 其 他 数学 分 支 作出 贡献 

卡尔 森 ( 瑞 典 1928.3.18 ~ ) 1992 年 获 沃 尔 福 奖 ,对 博 立 叶 
分 析 、 复 分 析 、 拟 共 形 映射 及 动力 系统 作出 贡献 

格 罗 莫 夫 ( 俄 罗斯 1945. 12. 13 ~ ) ”1993 年 获 沃 尔 福 奖 ,对 
黎 曙 几何 、 辛 几何 ,拓扑 学 、 群 论 、 偏 微 方程 作出 贡献 

蒂 艾 (法国 1930.8. 12 ~ ) 1993 年 获 沃 尔 福 奖 ,对 群 的 代数 
结构 ,建筑 理论 作出 贡献 

莫 泽 (德国 1928.7.4 ~ ) 1995 年 获 沃 尔 福 奖 ,对 数学 分 析 、 
力学 、 几 何 学 、 非 线性 微分 方程 作出 贡献 

朗 兰 兹 (美国 加 拿 大 1936. 10.6 ~ ) ”1996 年 获 沃 尔 福 奖 ,对 
数论 、 非 交换 的 调和 分 析 、 自 守 群 论 等 作出 贡献 

怀 尔 斯 (英国 1953.4.11 ~ ) 1996 年 获 沃 尔 福 奖 ,证 明 费 马 
大 定理 

赛 奈 (俄罗斯 1935. 9. 21 ~ ) 1997 年 获 沃 尔 福 奖 ,对 统计 力 
学 中 严格 方法 动力 系统 的 遍历 理论 作出 贡献 

凯 勒 (美国 1923.7.31 ~ ) 1997 年 获 沃 尔 福 奖 ,对 各 种 波动 
现象 的 数学 理论 及 应 用 数学 作出 贡献 

洛 瓦 兹 (匈牙利 1948 ~ ) ”1999 年 获 沃 尔 福 奖 , 对 离散 数学 、 
理论 计算 机 科学 和 组 合 优化 领域 作出 贡献 

斯 坦 (美国 1931.1.13 ~ ) 1999 年 获 沃 尔 福 奖 ,多 维 调和 分 
析 的 创立 者 之 一 ,建立 多 实 变 哈 代理 论 ,在 李 群 表示 论 中 发 现 了 
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所 谓 的 孔 泽 一 斯 坦 现 象 

博 特 ( 匈牙利 1923. 9. 24 ~ ) ”2000 年 获 沃 尔 福 奖 ,对 拓扑 
学 、 李 群 理论 \ 叶 状 结构 和 示 性 类 、K 理论 作出 贡献 

塞 尔 (法 国 1926. 9. 25 ~ ) ”2000 年 获 沃 尔 福 奖 , 对 代数 拓 
扑 、 复 几何 、 代 数 几 何 、 数 论 、 群 论 作出 贡献 
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